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Рассмотрено решение задачи переориентации малоразмерного космического аппарата  
в плоском случае движения. Для решения терминальной задачи управления аналитически 
получен закон управления с использованием прямого метода Ляпунова. Исследована ра-
ботоспособность алгоритма для таких возмущающих факторов, как наличие возмущающе-
го момента, неточность задания начальных условий движения, неучет аэродинамического 
восстанавливающего и гравитационного моментов в законе управления, наличие шумов  
в измерениях. Реализовано управление с учетом ограничения на максимальный управля-
ющий момент. Исследована работоспособность алгоритма при различных значениях ко-
эффициентов. Результаты работы могут быть применены для управления плоским угло-
вым движением малоразмерного космического аппарата. Значимость работы заключается 
в полученном законе управления, гарантирующем асимптотическую устойчивость требуе-
мого движения и обеспечивающем требуемую точность ориентации и стабилизации мало-
размерного космического аппарата. 
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Введение. Для выполнения целевой миссии большинства космических аппара-
тов (КА), в том числе и малоразмерных космических аппаратов (МКА), кото-
рые используются все более активно, необходимо обеспечить их требуемое  
угловое положение. Ключевой особенностью МКА является необходимость 
учета внешних моментов при синтезе законов управления угловым движением, 
поскольку числовое значение управляющего момента сопоставимо со значени-
ями внешних моментов [1]. Для околоземных орбит при синтезе законов 
управления угловым движением МКА необходимо учитывать не только грави-
тационный, но и аэродинамический момент [2]. 

Поскольку угловое движение КА описывается нелинейной математиче-
ской моделью, для синтеза законов управления угловым движением КА мож-
но использовать следующие подходы [3]: синтез на основе метода обратной 
задачи динамики; синтез систем с переменной структурой (с использованием 
скользящего режима); синтез систем, основанный на методе функций Ляпу-
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нова; синтез систем методом линеаризации обратной связью; синтез стабили-
зирующих законов управления методом декомпозиции. 

Среди перечисленных подходов большой практический интерес имеет 
так называемое ляпуновское управление, базирующееся на прямом методе 
Ляпунова. Этот подход гарантирует асимптотическую устойчивость требуе-
мого движения. В связи с этим был разработан, реализован и исследован ал-
горитм управления плоским угловым движением МКА с использованием 
прямого метода Ляпунова. 

Математическая постановка задачи. Зададим приближенную модель 
плоского углового движения МКА в плоскости круговой орбиты относитель-
но траекторной системы координат, которая описывает изменение угла атаки 
под воздействием гравитационного и аэродинамического восстанавливающе-
го моментов [4]: 
 α− α− α = ( )sin ( )sin2 0,a H α H  (1) 

где α  — угол атаки, град.; H  — высота орбиты, на которой находится МКА, 

км; = 0

п

( )
( )

a Slq H
a H

J
 — коэффициент, обусловленный аэродинамическим вос-

станавливающим моментом; 0a  — коэффициент аппроксимации синусои-
дальной зависимостью по углу атаки коэффициента восстанавливающего 
аэродинамического момента, вычисленного относительно центра масс; S  — 
характерная площадь МКА, м2; l  — характерная длина МКА, м; 

ρ
=

2( )[ ( )]( )
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 — скорость движения по орбите, м/с;  

k  — гравитационный параметр Земли, км3/с2; зR  — радиус Земли, км; 

= =п y zJ J J  — поперечный момент инерции, кг ⋅ м2; 
− ω
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α H
J

 — 

коэффициент, обусловленный действием гравитационного момента; xJ  — 

продольный момент инерции, кг ⋅ м2; ω =
+ 3

з

( )
( )

kH
R H

 — угловая скорость 

движения центра масс МКА по орбите, град./с. 
Перепишем уравнение (1), добавив управляющий момент: 

 α = α+ α+

п

( )sin ( )sin2 ,ua H α H
J

 (2) 

где u  — управляющий момент, Н ⋅ м. 
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Так как пJ  заключен в ( )a H  и ( ),α H  то можно перенести поперечный 
момент инерции в (2) в левую часть уравнения: 

 α = + +п а г ,J М М u  (3) 

где = αа 0 ( )sinМ a Slq H  — аэродинамический восстанавливающий момент; 

− ω
= α

2
п

г
3( )[ ( )]

sin2
2

xJ J H
М  — гравитационный момент. 

С помощью управляющего момента необходимо переориентировать 
МКА из некоторого начального состояния 

 α = α α = α 0 0 0 0( ) , ( )t t   
в требуемое конечное 
 α = α α = α к к к к( ) , ( )t t   

за фиксированный интервал времени к .t  
Вывод закона управления. Прямой метод Ляпунова требует задания 

функции Ляпунова, отвечающей требованиям теоремы Ляпунова об асимпто-
тической устойчивости [5]. Кандидат-функцию Ляпунова зададим таким об-
разом, чтобы она была положительно определенной. Для этого представим ее 
в виде суммы кинетической и потенциальной энергий соответственно: 

 = α + α

2 2
п 1

1 1 .
2 2

V J K  (4) 

Коэффициент 1K  необходимо принять большим нуля >1( 0)K  для того, 
чтобы функция V  была положительно определенной. 

Найдем производную кандидат-функции Ляпунова (4): 

 = αα+ αα

  п 1 .V J K  (5) 

Согласно второй теореме Ляпунова, необходимо, чтобы производная V  
была противоположного знака с ,V следовательно, в данном случае отрица-
тельно определенной. Как видно из формулы (5), нельзя утверждать, что про-
изводная V  отрицательно определена. Для того чтобы задать определен-
ность, подставим α  из (3) в (5): 

 = α + + + αα

 а г 1( ) .V М М u K  (6) 

Примем закон управления таким образом, чтобы он компенсировал гра-
витационный и аэродинамический восстанавливающий моменты, при этом 
обеспечивая решение терминальной задачи управления: 

 α α= − − − α− α


а г .u М М K K  (7) 
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Подставив u  из (7) в (6), получим: 

 α α= −αα − − α




 

2
1( ) .V K K K   

Для того чтобы производная кандидат-функции Ляпунова V  была от-
рицательно определенной, необходимо принять α = 1K K  и α > 0.K  Таким об-
разом, получим 
 α= − α







2 .V K   

что удовлетворяет второй теореме Ляпунова об асимптотической устойчивости. 
Моделирование управляемого движения. Для проведения численного 

моделирования в среде MATLAB необходимо задать исходные данные. Ниже 
представлены параметры орбиты, на которой находится МКА, при этом 
плотность атмосферы взята из [6] с учетом высоты орбиты: H = 550 км, ρ = 
= 2,4 ⋅ 10–13 кг/м3; k = 398 600 км3/с2; Rз = 6371 км. 

Малоразмерный космический аппарат имеет следующие характеристики 
[7]: a0 = –1,5; S = 0,01 м2; l = 0,3 м; Jп = 0,012 кг ⋅ м2; Jx = 0,0033 кг ⋅ м2. 

Переориентация МКА осуществляется из начального случайного поло-
жения в требуемое конечное со следующими граничными условиями: α0 = 
= 100°; αx = 0°; α = 0 , 3 град./с;  α = к , 0 град./с;  t0 = 0 c; tк = 500 с. 

Коэффициенты α α1, ,K K K  выбраны следующим образом: 

 α α= = =
1 0,001, 0,0005.K K K  

В результате моделирования закона управления в среде MATLAB получены 
графики, изображенные на рис. 1 и 2. На рис. 1 показана зависимость угловой 
скорости от угла атаки, называемый фазовым портретом. На рис. 2 видно, как 
меняется управляющий момент в течение времени переориентации. 

 

  

Рис. 1. Фазовый портрет Рис. 2. Зависимость управляющего момента 
от времени 
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В результате моделирования получено, что фактическое конечное значение 
угла атаки составляет –3,7 ⋅ 10–4 град., угловой скорости — –1,4 ⋅ 10–5 град./с (при 
требуемых нулевых значениях). Анализ этих данных показывает, что МКА пере-
ориентировался из начального положения в требуемое конечное. 

На рис. 3, 4 видно, что на протяжении всего времени переориентации 
кандидат-функция Ляпунова принимает только положительные значения,  
а ее производная — только отрицательные, что доказывает выполнение вто-
рой теоремы Ляпунова. 

 
 

  

Рис. 3. Зависимость кандидат-функции  
Ляпунова от времени 

Рис. 4. Зависимость производной кандидат-
функции Ляпунова от времени 

 

На рис. 5, 6 видно, как изменяются значения угла атаки и угловой скоро-
сти в зависимости от времени. Можно заметить, что конечные значения дан-
ных величин равны нулю. 

 

  

Рис. 5. Зависимость угла атаки от времени Рис. 6. Зависимость угловой скорости  
от времени 
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Исследование работоспособности алгоритма для различных возму-
щающих факторов. Результаты исследования, где первые три и последний 
фактора были заданы через нормальный закон распределения с нулевым ма-
тематическим ожиданием и среднеквадратичным отклонением 3…5 %, пред-
ставлены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Результаты исследования работоспособности алгоритма для различных  
возмущающих факторов 

Фактор 
Ошибка по углу  

атаки, град. 
Ошибка по угловой 

скорости, град./с 

Возмущающий момент –4,0 ⋅ 10–4 –2,6 ⋅ 10–5 
Неточность знания начальных условий движения –3,7 ⋅ 10–4 –1,5 ⋅ 10–5 
Совместное действие первых двух факторов –4,0 ⋅ 10–4 –1,9 ⋅ 10–5 
Неучет аэродинамического момента в законе 
управления 

–3,7 ⋅ 10–4 –1,4 ⋅ 10–5 

Неучет гравитационного момента в законе  
управления 

–3,7 ⋅ 10–4 –1,4 ⋅ 10–5 

Наличие шумов в измерениях –3,7 ⋅ 10–4 –1,4 ⋅ 10–5 

 
Таким образом, из табл. 1 можно сделать следующий вывод: терминаль-

ная задача управления решена верно, поскольку конечные значения величин 
близятся к нулю. Но необходимо учесть, что первые три фактора оказывают 
влияние на работоспособность алгоритма, так как получившиеся конечные 
значения угла атаки и угловой скорости наиболее удалены от значений, полу-
ченных при моделировании закона управления без учета возмущающих фак-
торов; аэродинамический, гравитационный моменты и наличие шумов в из-
мерениях не влияют на закон управления в условиях данной задачи, 
поскольку конечные угол атаки и угловая скорость принимают те же значе-
ния, которые были получены при моделировании закона управления без уче-
та возмущающих факторов. 

Моделирование алгоритма управления с учетом ограничения на мак-
симальный управляющий момент. Реализация методов синтеза систем 
управления осуществляется на исполнительных устройствах, в роли которых 
могут выступать двигатели-маховики, гиродины, двигательные установки. 
Однако все они имеют ограничение на максимальное значение управляющего 
момента, поскольку оно определяется угловым ускорением, необходимым 
при маневрировании, и максимальным возмущающим моментом [8]. В связи 
с этим необходимо разрешить задачу ограничения максимального управля-
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ющего момента для синтеза закона управления с использованием прямого 
метода Ляпунова. 

При моделировании закона управления, где на МКА действовали только 
гравитационный и аэродинамический восстанавливающий моменты, макси-
мальное значение управляющего момента по модулю получилось равным 

= ⋅max 0,0018 Н м.u  Допустим, что максимальное значение управляющего 
момента, которое может реализовать исполнительное устройство, составляет 
70 % данного значения. В таком случае ограничение на максимальный управ-
ляющий момент будет записано в следующем виде: 

 
 ≤= 

>

max

max max

, ;
, .

u u u
u

u u u
 

Таким образом, максимальный управляющий момент принимает значе-
ние = ⋅max 0,0012 Н м.u  На рис. 7 представлена зависимость управляющего 
момента от времени с учетом ограничения на максимальный управляющий 
момент. 

 

 

Рис. 7. Зависимость управляющего момента от времени с учетом  
ограничения на максимальный управляющий момент 

 
Исследование работоспособности алгоритма при различных значени-

ях коэффициентов. Исследуем работоспособность алгоритма при различных 
значениях коэффициентов α α1,  ,  ,K K K  чтобы проверить, как будут видоиз-
меняться графики и значения величин. 
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Рассмотрим случаи, когда меняются коэффициенты 1K  и α ,K  а αK  остает-
ся неизменным. Пусть α = 0,0005K , а остальные коэффициенты примут значе-
ния α= =1 10;  5;  1;  0,01;  0,001;  0,0001.K K  Результаты моделирования пред-
ставлены в табл. 2 (напомним, что требуемые конечные значения равны нулю). 

 
Таблица 2. Результаты моделирования 

Граничные 
условия 

Значение коэффициентов 
1
=K K

α
 

10 5 1 0,01 0,001 0,0001 

Конечный 
угол атаки, 
град. 

–2,1 ⋅ 10–4 5,1 ⋅ 10–6 –4,1 ⋅ 10–5 2,2 ⋅ 10–4 –3,7 ⋅ 10–4 –3,5 ⋅ 10–4 

Конечная  
угловая ско-
рость, град./с 

–8,4 ⋅ 10–3 –7,4 ⋅ 10–3 3,3 ⋅ 10–3 –2,7 ⋅ 10–4 –1,4 ⋅ 10–5 –1,4 ⋅ 10–5 

 
 
На рис. 8 и 9 представлены зависимости угла атаки от времени для всех 

различных значений коэффициентов α= =1 10;  5;  1;   0,01;  0,001;  0,0001.K K  
 

  

Рис. 8. Зависимость угла атаки от времени 
при α= =1 10; 5;1K K  

Рис. 9. Зависимость угла атаки от времени 
при α= =1 0, 01; 0, 001; 0, 0001K K  

 
На рис. 10 и 11 представлены зависимости угловой скорости от времени 

для всех различных значений коэффициентов α= =1 10;  5;  1;  0,01;K K  
0,001;  0,0001.  

Рассмотрим случаи, когда меняется коэффициент αK , а 1K  и αK  оста-
ются неизменными. Пусть α= =1 0,001K K , а коэффициент αK  примет зна-
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чения α = 0,001;  0,0005;  0,0001.K  Результаты моделирования представлены  
в табл. 3 (напомним, что требуемые конечные значения равны нулю). 

 

  

Рис. 10. Зависимость угловой скорости от 
времени при α= =1 10;  5;  1K K  

Рис. 11. Зависимость угловой скорости  
от времени при α= =1 0, 01; 0, 001; 0, 0001K K  

 
Таблица 3. Результаты моделирования 

Граничные условия 
Значение коэффициента 



Kα  

0,001 0,0005 0,0001 

Конечный угол 
атаки, град. 

1,1 ⋅ 10–6 –3,7 ⋅ 10–4 –7,9 

Конечная угловая 
скорость, град./с 

2,8 ⋅ 10–7 –1,4 ⋅ 10–5 0,7 

 
По табл. 3 видно, что конечные значения углов атаки и угловых скоро-

стей при значениях коэффициентов α = 0,001; 0,0005K  стремятся к нулю, сле-
довательно, в этих случаях терминальная задача решается верно. При этом 
можно заметить, что при α = 0,001K  конечные значения угловой скорости  
и угла атаки значительно ближе к нулю по сравнению с α = 0,0005.K  При 

α = 0,0001K  МКА не успевает переориентироваться из начального положе-
ния в требуемое за время = 600T  с. 

На рис. 12 и 13 представлены зависимости угла атаки и угловой скорости 
от времени для всех различных значений коэффициента α = 0,001;K  
0,0005;  0,0001.  

Заключение. В результате исследования реализован и исследован на ра-
ботоспособность для наличия возмущающих факторов алгоритм управления 
плоским угловым движением МКА с использованием прямого метода Ляпу-
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нова. Смоделирован алгоритм, накладывающий ограничение на максималь-
ное значение управляющего момента. 

 

  

Рис. 12. Зависимость угла атаки от времени 
при α =



0, 001;  0, 0005;  0, 0001K  
Рис. 13. Зависимость угловой скорости  

от времени при α =


0, 001;  0, 0005;  0, 0001K  

 
В ходе исследования работоспособности алгоритма при различных зна-

чениях коэффициентов α α1,  ,  K K K  можно сделать следующие выводы:  
– необходимо выбирать как можно меньшие значения коэффициентов 

1K  и αK   потому что в таком случае увеличивается период колебаний угла 
атаки, следовательно, переориентация МКА осуществляется более плавно, 
также увеличивается период колебаний угловой скорости, но уменьшается ее 
амплитуда, следовательно, МКА будет легче стабилизировать; 

– значение коэффициента αK  необходимо подбирать исходя из началь-
ных условий движения, а также времени переориентации, поскольку решение 
терминальной задачи управления при изменении этого коэффициента не все-
гда возможно. 

Таким образом, алгоритм управления плоским угловым движением 
МКА с использованием прямого метода Ляпунова не является универсаль-
ным, но гарантирует асимптотическую устойчивость требуемого движения  
и обеспечивает требуемую точность ориентации и стабилизации аппарата [9]. 
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CONTROL LAW SYNTHESIS FOR THE PLANE ANGULAR MOTION  
OF A SMALL-SIZED SPACECRAFT USING THE DIRECT  
LYAPUNOV METHOD 
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Samara University, Samara, Russian Federation 

The paper considers solution to the problem of a small-sized spacecraft reorientation in the case 
of planar motion. To solve the terminal control problem, a control law is obtained analytically us-
ing the direct Lyapunov method. The paper analyzes the algorithm performance for such the dis-
turbance factors as the disturbing moment, inaccuracy in specifying the initial motion condi-
tions, failure to take into account aerodynamic restoring and gravitational moments in the 
control law, and the noise in measurement. Control is implemented taking into account limita-
tion on the maximum control moment. The algorithm performance is studied for various coeffi-
cient values. Work results could be applied to control the planar angular motion of a small-sized 
spacecraft. The work significance lies in the obtained control law, which guarantees asymptotic 
stability in the required motion and ensures the required accuracy of the small-sized spacecraft 
orientation and stabilization.  

Keywords: small-sized spacecraft, planar angular motion, terminal control, control law, direct 
Lyapunov method, Lyapunov candidate function 
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