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Представлено решение задач теории упругости ме-
тодом конечных элементов с использованием функ-
ционала Рейсснера (смешанной схемы). В процессе 
поиска стационарной точки этого функционала 
приходим к седловой задаче — блочной системе ли-
нейных алгебраических уравнений, зависящих одно-
временно от векторов перемещений и напряжений. 
Одним из наиболее эффективных методов решения 
подобных систем является модифицированный метод 
симметричной последовательной верхней релаксации. 
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Задачи теории упругости представляют собой традиционный раздел механики 
деформируемого твердого тела, имеющий достаточное количество приложений 
в научных исследованиях и инженерных расчетах прочности конструкций. Ре-
шение подобных задач как аналитическими, так и численными методами со-
пряжено с проблемой интегрирования системы дифференциальных уравнений 
в частных производных при заданных условиях на границе. При решении крае-
вых задач теории упругости методом конечных элементов используется, как 
правило, интегральная, в частности, вариационная формулировка, при этом 
минимизируемый функционал зависит только от одного вектора неизвестной 
сеточной функции (например, перемещения). 

Рассмотрим смешанную формулировку 
конечно-элементной технологии решения 
задач теории упругости, позволяющую пе-
рейти к решению системы линейных алгеб-
раических уравнений с вектором неизвест-
ных, включающем в себя компоненты 
напряжений и перемещений. Также данный 
подход применим при решении задачи тео-
рии упругости с учетом силы трения. 

Математическая постановка задачи. 
Рассмотрим математическую формулиров-
ку двумерной задачи теории упругости в 
прямоугольной области 2G   (рис. 1): 

 
Рис. 1. Прямоугольная область G 
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где ,  ix i ix e e  — единичные орты координатных осей; ix  — координаты вектора;
 x G ; 1 2 3 4,  ,  ,  S S S S G  . Здесь ij  — компоненты тензора напряжений; kl  — 
компоненты тензора деформаций; 0

kl  — компоненты тензора начальных дефор-
маций; iu  — перемещения;  0u x  — вектор перемещения точки, расположенной 
на поверхности 1S ; ijklE  — компоненты тензора упругих постоянных;  i x  — 
компоненты вектора объемных сил;  iSg x  — компоненты вектора поверхност-
ных сил; jn  — компоненты вектор нормали к соответствующей поверхности jS . 

Введем векторы напряжений   и перемещений u :  
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Введем матрицу операций дифференцирования (градиентов): 
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и матрицу направляющих косинусов внешней нормали n  к поверхности S : 
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Матрицы переходят одна в другую путем взаимной замены операции диффе-
ренцирования на соответствующий направляющий косинус. Далее запишем урав-
нения в матричном виде относительно неизвестных компонентов векторов ,uσ : 
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где через 1D  обозначена матрица податливости (обратная к матрице упруго-
сти) для изотропного тела. 
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Смешанная формулировка конечно-элементной технологии. Рассмотрим 
первую форму функционала Рейсснера [1, 2]: 

   
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Построим систему линейных алгебраических уравнений для определения 
вектора  Tσ  u , используя условие стационарности функционала Π . Для этого 
вычислим производные по векторам σ  и u  с учетом того, что  Su u  на грани-
це области S : 

 

1Π d 0;

Π d d d 0.

G

T

G G S

A D V

V V S

    
    
 



  

σ
σ

S

u

ρ g
u

σ
 (7) 

Рассмотрим восьмиузловой конечный элемент. Интерполяционный поли-
ном для такого элемента записывается в следующем виде: 

2 2 2 2
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Функции формы квадратичного четырехугольного элемента, записанные в 
локальной системе координат [3]: 
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  (8) 

Перемещения 1u  и 2u  внутри элемента задаются зависимостью: 
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где 
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Соотношения между деформациями и перемещениями в двумерном случае 
имеют вид 
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или с учетом (9) 
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В соответствии с общепринятой терминологией введем в рассмотрение сле-
дующие матрицы и векторы: 
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локальному числу узлов рассматриваемого конечного элемента, а число столб-
цов — общему числу узлов конечно-элементной сетки. Тогда c учетом соотно-
шений (15)–(18) уравнения (7) можно записать в матричном виде: 
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Алгоритм решения. Запишем систему линейных алгебраических уравнений 
как 
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Рассмотрим модифицированный метод симметричной последовательной 
верхней релаксации (SSOR) [4] для системы (20): 
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Матрицу C  представим в следующем виде: 
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Для решения тестовых задач рассмотрим сетку, состоящую из 36 восьми-
узловых конечных элементов и 133 узлов. 

Решение задач теории упругости. 
Первая тестовая задача: двумерная пла-
стина закреплена с помощью шарниров и 
нагружена так, как показано на рис. 2. 
Требуется провести численное моделиро-
вание напряженно-деформированного 
состояния пластины. 

Пластина выполнена из материала, 
модуль упругости которой 210  ГпаE  , 
коэффициент Пуассона 0,3  . 

На рис. 3 представлены распределе-
ния перемещений  1u x  и  2u x . Во всех 
узлах сетки напряжение 2  равно 100 
МПа, а 1 12 0    . 

 
 
 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Распределения перемещений: 

а —  1u x ; б —  2u x  (первая тестовая задача) 

 
Рис. 2. Расчетная схема  

(первая тестовая задача) 



Численное решение задач теории упругости методом конечных элементов  

Политехнический молодежный журнал. 2017. № 6 7 

Формулировка второй тестовой задачи аналогична первой за исключением 
того, что на поверхности 1S  учитывается влияние силы трения с коэффициентом 
 

трения 0,1   (рис. 4). Для этого в узлах 
конечно-элементной сетки, принадле-
жащих поверхности 1S , прикладывается 
касательное напряжение 12 : 

      
   
     

112 1 2

12 2

1 12 2

| sgn ,  

;

  0,    .

S u

u

    

   

    

x x x

x x

x x x

        (23) 

На рис. 5, а и б представлены распре-
деления перемещений  1u x  и  2u x , 
соответственно. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 5. Распределения перемещений: 

а —  1u x ; б —  2u x  (вторая тестовая задача) 

На рис. 6, а и б представлены распределения напряжений  2 x  и  12 x , 
соответственно. 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Распределения напряжений: 

а —  2 x ; б —  12 x  

 
Рис. 4. Расчетная схема  

(вторая тестовая задача) 
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В статье представлено решение задачи теории упругости с использованием 
смешанной постановки задачи — функционала Рейсснера. Поиск стационарной 
точки этого функционала приводит к седловой задаче — блочной системе ли-
нейных алгебраических уравнений, зависящих одновременно от векторов 
напряжений и перемещений. Разработан алгоритм решения данной системы с 
помощью модифицированного метода симметричной последовательной верх-
ней релаксации. Выполнено численное моделирование двумерной задачи тео-
рии упругости с использованием полученного алгоритма. 
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Abstract Keywords 

We present a finite element numerical solution for 
problems in the theory of elasticity using a Reissner 
functional (mixed finite element method). While 
searching for a stationary point on this functional we 
arrive at a saddle point problem, which is a block sys-
tem of algebraic linear equations depending on dis-
placement and strain vectors simultaneously. A modi-
fied symmetric successive over-relaxation method is one 
of the most efficient methods for solving this type of 
problems. We also used the algorithm we developed to 
solve similar problems that take friction into account 
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element method, over-relaxation 
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