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Аннотация Ключевые слова 
Составлена математическая модель движения 
подводного аппарата в вертикальной плоскости, 
построена структурная схема этой модели. К опи-
санию движения тела в жидкости применены упро-
щенные и обобщенные подходы. Получены линейные 
модели и передаточные функции контуров движе-
ния подводного аппарата. Обоснована возможность 
раздельного синтеза контуров управления диффе-
рентом и линейными скоростями. Описано влияние 
остаточной плавучести на движение подводного 
аппарата. Показан наихудший случай устойчиво-
сти для контуров скорости (линейной и угловой) и 
показана необходимость разработки контура 
управления углом дифферента для различных точек 
линеаризации. В исследованиях использован ча-
стотный метод анализа контуров движения. 
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Введение. В статье рассмотрен подводный аппарат (ПА) с удобообтекаемой 
формой корпуса, не имеющий крылообразных поверхностей с рулевыми меха-
низмами. Движительно-рулевой комплекс ПА состоит из четырех основных 
винтомоторных агрегатов, расположенных в кормовой части, и подруливающих 
устройств. Примером такого аппарата служит автономный подводный аппарат 
«Клавесин» (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Внешний вид автономного подводного аппарата «Клавесин» 

Аппараты данного типа широко используются в военных и гражданских 
целях для решения поисковых, исследовательских, картографических и других 
задач, поэтому их математическое описание является актуальной задачей. 



 С.О. Гостилович 

2  Политехнический молодежный журнал. 2018. № 2 

Целью проводимых исследований является построение и исследование ма-
тематической модели рассмотренного выше подводного аппарата, описываю-
щей движение ПА в вертикальной плоскости и необходимой для последующего 
использования результатов данной работы при синтезе системы управления 
движением ПА. 

Математическая модель подводного аппарата. Точное описание гидроди-
намических воздействий на ПА является сложной для решения задачей даже 
при наличии современной вычислительной техники, поэтому для описания ди-
намики подводного аппарата применяют упрощенные методы. 

Для удобообтекаемых тел разработаны аналитические методы математическо-
го описания движения в жидкости [18]. Для описания движения в этих методах 
используется скоростная система координат. Отсутствие в рассматриваемых аппа-
ратах крылообразных рулевых механизмов, силовое воздействие которых напря-
мую зависит от скорости движения ПА, позволяет воспользоваться общими мето-
дами математического описания динамики ПА, которые широко применяются при 
проектировании систем управления ПА, имеющих неудобообтекаемую форму. 

Рассмотрим динамику ПА в вертикальной плоскости при условии малости 
угла крена и без учета угла курса. Расчетную схему ПА представим упрощенно, 
проецируя силы, в том числе и гидродинамические, на оси связанной с ПА си-
стемы координат, как показано на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Расчетная схема ПА: 

ОаXаYаZа — система координат, связанная с ПА; Оа — центр масс ПА; Оаζаηа — полусвязанная 
система координат; Ооζη — местная географическая система координат, жестко связанная с непо-
движным репером; Fвx, Fгx, Fвy, Fгy — возмущающие силы и силы гидродинамического сопротивле-
ния по осям ОаXа и ОаYа соответственно; Fдx, Fдy  — силы, создаваемые движителями по осям ОаXа 
и ОаYа соответственно; FA — сила Архимеда; Мвz, Мдz, Mгz — возмущающий момент, момент, со-
здаваемый движителями, и гидродинамический момент вокруг оси ОаZа соответственно; H —  
            глубина погружения ПА; h — метацентрическая высота ПА; ϑ — угол дифферента 
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Гидродинамические силы выразим в следующем виде: 
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где 1 2 1 2 1 2,  ,  ,  ,  ,  x x y y z zС C С C С C   — гидродинамические коэффициенты, вычис-
ленные для данного ПА и данной плотности воды; ,  x yV V  — линейные скорости 
ПА по осям ОаXа, ОаYа соответственно; z — угловая скорость ПА вокруг оси ОаZа. 

Коэффициенты 1 1,  x yС C  можно найти по следующим формулам: 
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где ,  x уС С  — безразмерные гидродинамические коэффициенты для осей ОаXа и 
ОаYа соответственно; ,  x yS S  — характерные площади, соответствующие ;,  x уС С  
 — плотность воды. 

Коэффициент 1zС  можно найти с помощью методики, описанной в работе 
[8], представляя, что центр масс ПА неподвижен. 

Коэффициенты 2 2 2,  ,  x y zC C C  можно вычислить по эмпирической формуле 

2 10,1 ,i iC C  

где буквой i обозначены индексы x, y, ωz соответственно. 
Согласно рис. 2 и с учетом соотношений (1) составим систему уравнений, 

описывающую движение ПА в вертикальной плоскости: 
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где m, Jz, g — масса ПА, момент инерции вокруг оси ОаZа и ускорение свободно-
го падения соответственно; 11, 22, 66 — присоединенные массы по осям ОаXа, 



 С.О. Гостилович 

4  Политехнический молодежный журнал. 2018. № 2 

ОаYа и присоединенный момент инерции вокруг оси ОаZа соответственно;  
,  — линейные скорости ПА по осям Оаζ и Оаη соответственно; ,  ,  ,  x y zV V      — 
производные по времени величин ,  ,  ,  x y zV V    соответственно. 

По данной системе составим общую структурную схему модели ПА (рис. 3).  
 

 
Рис. 3. Структурная схема модели ПА 

Анализ модели подводного аппарата. Анализируя структурную схему мо-
дели подводного аппарата (см. рис. 3), можно сделать следующие выводы: 

– в структурной схеме модели выделяются отдельные обособленные конту-
ры, которые можно представить как функции , ,,    

x yVVW W W  следовательно, 

системы управления для них можно разрабатывать независимо друг от друга;  
– связь между дифферентом и скоростями ,  x yV V  появляется благодаря 

ненулевой остаточной плавучести ( 0)аF mg  , которая представляет собой 
силовое воздействие; 
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– при отсутствии остаточной плавучести скорости ,  x yV V  не будут зависеть 
от угла дифферента, следовательно, их значения можно представить как посто-
янные, зависящие только от системы управления соответствующими каналами 
движения; 

– в модель ПА входят нелинейные элементы, которые затрудняют синтез 
системы управления, поэтому их целесообразно линеаризовать. 

В дальнейшем рассмотрим только контур дифферента ,W  в состав которо-
го входит контур угловой скорости ω ,W  полностью аналогичный контурам ли-
нейных скоростей ,   .

x yV VW W  

Исследование контура дифферента. Линеаризация контура дифферента. 
Проведем линеаризацию нелинейных элементов модели ПА методом разложения 
в ряд Тейлора и отбрасывания элементов второго и более порядка малости [9]: 

   * * * *
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* *

2
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z z z z z z z z z zM С C С C            

     
 

где * *ω ,  z   — точки линеаризации момента г  и sinzM   соответственно; 
,  z   — отклонения угловой скорости и угла дифферента от значений 

* *ω  и z   соответственно. 
Перейдем к системе в отклонениях, описывающей движение ПА по диффе-

ренту (рис. 4). 
 

 
Рис. 4. Линеаризованная структурная схема контура дифферента 

Линеаризация позволяет перейти от нелинейной системы к линейной си-
стеме с переменными коэффициентами. 

Отметим, что для дальнейшего синтеза системы управления полезно опре-
делить наихудший случай с точки зрения устойчивости. Устойчивая система, 
синтезированная для наихудшего случая устойчивости, гарантированно будет 
устойчива для других точек линеаризации. 

Анализ контура угловой скорости. В контуре дифферента выделяется пере-
даточная функция по угловой скорости: 
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Передаточная функция W представляет собой апериодическое звено 
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Для исследования свойств контура угловой скорости рассмотрим логариф-
мические амплитудную и фазовую частотные характеристики (ЛАЧХ и ЛФЧХ 
соответственно) передаточной функции W для различных значений *ωz  (рис. 5). 

 

 

Рис. 5. ЛАЧХ и ЛФЧХ передаточной функции W для различных значений *ωz  

Анализируя приведенные на рис. 5 графики, можно сделать следующие за-
ключения: 

– на высоких частотах графики почти совпадают;  
– при увеличении *ωz  ЛФЧХ сдвигаются вверх, а ЛАЧХ — вниз; 
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Таким образом, ЛАЧХ для случая *ω 0z   всегда ниже, чем для *ω 0,z   одна-
ко ЛФЧХ для *ω 0z   всегда выше, чем ЛФЧХ для *ω 0.z   Это означает, что при 

*ω 0z   система будет заведомо более устойчивой, чем при *ω 0,z  следователь-
но, можно выделить наихудший с точки зрения устойчивости случай, соответ-
ствующий *ω 0.z   

Отметим, что контуры ,   
x yV VW W  будут иметь полностью аналогичные 

свойства, для них наихудший с точки зрения устойчивости случай также будет 
наблюдаться при нулевой скорости.  

Анализ контура углового положения ПА. Выделим передаточную функцию 
по углу дифферента: 
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Учитывая выражения (3) и (4), получим 
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Тогда передаточная функция по угловому положению W  будет представ-
лять собой колебательное звено 
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Для исследования свойств контура углового положения рассмотрим ЛАЧХ 
и ЛФЧХ функции W

  

для различных значений *  (рис. 6). 
Анализируя характеристики передаточной функции W  (см. рис. 6), можно 

сделать следующие выводы: 
– на высоких частотах ЛАЧХ и ЛФЧХ для различных значений * почти 

совпадают; 
– на частотах совпадения графиков при увеличении *  ЛАЧХ и ЛФЧХ сдви-

гаются вниз, следовательно, нельзя установить самый худший случай с точки зре-
ния устойчивости, как было сделано при анализе передаточной функции ω .W  
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Рис. 6. ЛАЧХ и ЛФЧХ передаточной функции по ϑ 

Заключение. В ходе выполненных исследований была описана математиче-
ская модель движения ПА в вертикальной плоскости. Модель сформирована на 
основе упрощенных подходов, применяемых для ПА, имеющих неудобообтека-
емую форму. 

Анализ модели ПА позволил сформулировать следующие важные для син-
теза системы управления выводы: 

– в модели «обособляется» контур углового положения по дифференту,  
а это означает, что в системе управления движением ПА в вертикальной плос-
кости можно выделить задачи управления дифферентом и линейными скоро-
стями вдоль осей связанной с ПА системы координат; 

– связь угла дифферента и линейных скоростей ПА возникает благодаря 
ненулевой остаточной плавучести, которую можно представить как внешнюю 
возмущающую силу. 

Результаты исследования линеаризованной модели контуров движения ПА 
позволяют сделать следующие выводы: 

– в контурах скорости (линейной или угловой) наихудший с точки зрения 
устойчивости случай возникает при нулевой скорости; 

– в контуре угла дифферента не удается в общем случае выделить наихуд-
ший с точки зрения устойчивости случай, поэтому синтез системы управления 
необходимо проводить для разных точек линеаризации по дифференту. 

Целями дальнейших исследований является построение и изучение контура 
управления углом дифферента, а впоследствии — построение и изучение систе-
мы управления глубиной погружения ПА на основе синтезированного ранее 
контура дифферента. 
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We have developed a mathematical model of the sub-
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