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Введение. Магнитотеллурическое зондирование (МТЗ) является одним из ме-
тодов геофизики (наряду с сейсморазведкой, гравиметрией и магнитометрией), 
используемых для изучения строения земной коры, поиска и разведки место-
рождений полезных ископаемых [1, 2]. МТЗ входит в обязательный комплекс 
геофизических методов при изучении земной коры по региональным профи-
лям. Основано оно на изучении переменного электромагнитного поля магнито-
сферной и ионосферной природы, что позволяет различать слои, обладающие 
разной электрической проводимостью [3]. 

В геофизике принято выделять две основные задачи: прямую, в которой по 
заданной модели рассчитывают теоретическое (модельное) поле геофизическо-
го метода, и обратную, в которой по зарегистрированному или модельному по-
лю определяют (или уточняют) параметры модели среды [4]. 

Для решения обратной задачи МТЗ в настоящее время используют методы 
ручного или автоматического подбора модели и методы преобразования, с по-
мощью которых получают упрощенные, иногда неточные, модели среды [5]. 
Методы и алгоритмы, базирующиеся на глобальных целевых функциях, позво-
ляют уточнить геоэлектрическую модель только при наличии хорошего, близ-
кого к точному, начального приближения [6]. Поэтому создание и исследование 
новых алгоритмов решения обратной задачи МТЗ является важным направле-
нием в развитии электромагнитных методов геофизики [7]. 
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Математическая и концептуальная 
постановка прямой задачи МТЗ. Пусть 
задано полупространство, разделенное го-
ризонтальными границами на несколько 
слоев мощностью ph  с удельным сопро-
тивлением p  и магнитной проницаемо-
стью p , где р — номер слоя (рис. 1). На 
поверхность заданной среды падает плос-
кая, однородная, монохроматическая вол-
на, поляризованная вдоль напластования. 
Требуется найти элементы полей Е, Н и 
установить их связь с параметрами слоев 
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где   — оператор Лапласа; E


 — напряженность электрического поля; H


 — 
напряженность магнитного поля; k  — волновое число;   — круговая частота;    
  — магнитная проницаемость. 

Уравнение (1) является уравнением Гельмгольца и преобразуется в линей-
ное дифференциальное уравнение [8]: 
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Преобразование выражений для электрических и магнитных напряженно-
стей. Понятие импеданса. Общее решение уравнения (2) для составляющих 
напряженности электрического и магнитного полей в любом слое с индексом 
«р» будет иметь вид: 
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Здесь а, b — коэффициенты, зависящие от мощности источника и электромаг-
нитных параметров среды [9, 10]. В данном случае наиболее удобной характери-
стикой среды и поля является импеданс, представляющий собой отношение 
взаимно перпендикулярных составляющих напряженностей электрического и 
магнитного полей [11−14]: 

 
Рис. 1. Плоское поле  

в горизонтально-слоистой среде
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Для определения связи неизвестных коэффициентов а и b с параметрами 
слоистой толщи ,  и p p ph    воспользуемся тождеством Н.В. Липской [2]: 
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Левая часть тождества (5) представляет собой функцию, определенную на 
кровле р-го слоя ( )p pz d h  . В то же время под знаком ареатангенса имеем 
такую же функцию, но определенную на кровле (р+1)-го слоя или на подошве  
р-го слоя ( )pz d .Обозначим их через pR  и 1pR  : 
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Найденная функция является приведенным импедансом слоистого полупро-
странства [12, 14]. При относительно высоких частотах 1 1 1 2 2 2 1( arth / )k h k R k  
она зависит преимущественно от свойств верхних слоев разреза, при низких — от 
глубоких горизонтов. Поэтому функцию ( )R   можно назвать частотной харак-
теристикой горизонтально-слоистого разреза [5]. 

Основной характеристикой при исследовании горизонтально-слоистой 
среды является кажущееся сопротивление [15, 16]: 

 2
1 1 1/ ( ) / .TiT TR e          (7) 

Для удобства расчета представим функцию приведенного импеданса в сле-
дующем виде [14]: 
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На основе данного дробно-линейного соотношения построен алгоритм вычис-
ления кажущегося сопротивления для горизонтально-слоистой среды, основные 
характеристики определим по формулам [17] 
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где 1Re  и 1Im — действительная и мнимая части функции 1 ( ).R ω  Вычисление 
функции 1 ( )R   начинают с нижнего слоя на котором Reр = 1, Imр = 0. 

Результаты решения прямой задачи МТЗ. На рис. 2 представлена модель 
среды, которую исследовали в данной работе. Магнитная проницаемость каж-
дого слоя 1р  . 

 

 
Рис. 2. Исследуемая модель среды 

График кажущегося сопротивления для заданной модели среды приведен 
на рис. 3. 

 
Рис. 3. График кажущегося сопротивления 

Приведенная кривая согласуется с теоритическими представлениями о ка-
жущемся сопротивлении. Видно, что при высоких частотах (малом периоде) 
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функция кажущегося сопротивления зависит от верхнего слоя, далее увеличи-
вая период, получаем сведения о втором и третьем слоях. 

Разработанный алгоритм протестирован на известных тестовых примерах. 
Результаты, полученные при решении прямой задачи, совпадают с результата-
ми, опубликованными на сайте геофизического факультета МГУ. 

Концептуальная и математическая постановка обратной задачи МТЗ. 
Кажущееся сопротивление является функцией многих переменных. Фиксирован-
ные переменные — число слоев, частота падающей волны, варьируемые перемен-
ные — толщина слоев, их удельное сопротивление [18]. Обратная задача формули-
руется следующим образом: требуется найти такие значения мощности слоев, 
удельных сопротивлений и магнитных проницаемостей, чтобы сумма квадратов 
отклонений теоретического значения модуля кажущегося сопротивления от изме-
ряемого для заданного набора частот была минимальной [19]: 
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Поставленную задачу решим при условии, что известен диапазон значений 
варьируемых величин [20]. 

Алгоритмы решения обратной задачи МТЗ. Для решения обратной зада-
чи, как наиболее удобный, использовали метод полного перебора, суть которого 
заключается в выборе нескольких моделей и сопоставлении их с эксперимен-
тальными данными [21].  

Отметим, что метод Хука — Дживса служит для поиска безусловного ло-
кального экстремума функции, базируется непосредственно на значениях 
функции (прямой метод). Алгоритм делится на фазу исследующего поиска и 
фазу поиска по образцу. Однако, если линии уровня ЦФ имеют овражный ха-
рактер, то процедура поиска становится неэффективной и даже может привести 
к отсутствию сходимости к точке локального extr [22]. Модифицированный ме-
тод Хука — Дживса позволяет существенно ускорить сходимость за счет того, 
что поиск периодически проводится в направлении 1i i id x x   [23]. 

Для сокращения времени работы метода полного перебора разработан мо-
дифицированный метод полного перебора (ММПП). Суть его заключается в 
том, что заданный интервал между нижней и верхней границами параметра 
среды делится на n отрезков (рис. 4). 

 
Рис. 4. Интервал между верхней и нижней границами параметра среды 
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Далее классическим методом перебора осуществим поиск такой комбина-
ции отрезков, при которой значение функции будет минимальным. Границы 
найденных отрезков становятся новыми нижними и верхними границами па-
раметров среды. После этого процедуру повторяют для выбранных на преды-
дущем шаге отрезков. Оптимизацию продолжают до тех пор, пока интервал 
между нижней и верхней границами каждого из параметров не станет меньше 
единицы. Когда шаг параметра становится равен меньше единицы, перебор по 
данному параметру завершают. 

Данный метод позволяет существенно ускорить оптимизацию, увеличить 
диапазон значений для параметров среды при минимальном увеличении време-
ни работы. При этом возможна потеря точности, которая также может быть 
компенсирована путем увеличения n. 

Алгоритм метода. Шаг 1. Определить нижние значения для параметров 
среды ,  ,  ,  i j i ih h  , задать условие остановки:  

 minF <  или ( ) / 1,  ( ) / 1.ii ii n h h n      (11) 

Шаг 2. Разделить интервал для каждого из параметров на n частей. 

 ;     .
j ji i

k l

h h
h h

n n

 
    (12) 

Шаг 3. Последовательно перебрать все варианты значений для параметров 
среды. 

Шаг 4. Для каждого варианта модели среды определить значение функции и 
сравнить его с минимальным. «Да» — перейти к шагу 5, «Нет» — продолжить 
перебор. 

Шаг 5. minF F , запомнить текущее значение каждого из параметров и обо-
значить его как mini , min.ih  

Шаг 6. Для значения minF  проверить условия остановки minF < : «Да» — те-
кущая модель является оптимальной, «Нет» — продолжить перебор. 

Шаг 7. После завершения перебора проверить условие остановки, «Да» — 
завершить оптимизацию, «Нет» — определить новые значения для верхней и 
нижней границ каждого из параметров: 
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перейти к шагу 2. 
Результаты решения обратной задачи МТЗ. После анализа кривой, полу-

ченной при решении прямой задачи, выбраны следующие начальные прибли-
жения, нижние и верхние границы: 
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На рис. 5 представлены несколько итераций метода Хука — Дживса. Верх-
няя кривая — экспериментальная, полученная при решении обратной задачи, 
нижние кривые получены на i-й итерации. 

 

 
Рис. 5. Теоретические кривые на итерациях метода Хука — Дживса: 

1–10 — i равно 1, 5, 15, 30, 50, 90, 120, 200, 250 и 283, соответственно 

Из рисунка видно, что метод Хука—Дживса показал хорошую сходимость, но 
при дальнейшем исследовании установлено, что он работает не при всех начальных 
приближениях. Это объясняется тем, что функция потенциала является овражной. 

При решении обратной задачи методом полного перебора с шагом по каж-
дому из параметров 1kh   получена кривая, полностью совпадающая с экспе-
риментальной. Значения параметров среды оказались равны истинным (задан-
ным при решении прямой задачи). 

На рис. 6 изображены кривая, полученная в результате решения задачи 
ММПП, и эксперементальная кривая. Видно, что ММПП показал хорошую схо-
димость. Данный алгоритм протестирован при других нижних и верхних гра-
ницах. Получены результаты, близкие к экспериментальным. 
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Рис. 6. Теоретическая кривая (синего цвета), полученная ММПП,  

и эксперементальная кривая (красного цвета) 

По результатам тестирования приведенных методов можно выделить пре-
имущества и недостатки каждого из алгоритмов. В таблице представлены дан-
ные, полученные при решении методами Хука — Дживса, полного перебора и 
ММПП. 

Результаты решения обратной задачи различными методами 

Метод полного перебора ММПП Метод Хука — Дживса 

Хорошая сходимость Хорошая сходимость Плохая сходимость 
Высокая точность результатов. 
Процент погрешности состав-
ляет  < 0,0001 

Высокая точность ре-
зультатов. Процент 
погрешности составля-
ет  < 0,01

Работает не при всех 
начальных приближе-
ниях 

Увеличение интервала между 
границами приведет к много-
кратному увеличению времени 
выполнения 

Не зависит от интервала 
между нижней верхней 
границами значения па-
раметров

Требуется большое количество 
времени на выполнение. Для 
решения обратной задачи для 
заданной модели среды потре-
бовалось 25 мин

Работает в четыре раза 
быстрее классического 
метода полного пере-
бора 

Работает в восемь раз 
быстрее метода полного 
перебора и в два раза 
быстрее ММПП 
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Выводы. ММПП является оптимальным для решения обратных задач, по-
скольку позволяет найти значения параметров среды с высокой точностью и за 
меньшее время, по сравнению с классическим методом полного перебора. Реа-
лизованный в работе метод Хука — Дживса показал плохую сходимость и не 
может использоваться для поставленного класса задач. 

Созданный исследовательский пакет программ позволяет решать прямые и 
обратные задачи МТЗ. С помощью этого пакета решены прямые задачи для раз-
личных тестовых примеров, полученные данные совпадают с данными, опублико-
ванными на сайте геофизического факультета МГУ. 

В ходе решения обратной задачи создан алгоритм, позволяющий существенно 
ускорить поиск значений параметров среды. В ходе многочисленных эксперимен-
тов изучены свойства алгоритма. Вне зависимости от исходных данных с большой 
точностью оцениваются параметры среды.  

Разработанные алгоритмы, программа и технические приемы могут быть 
использованы для исследовательских работ на различных моделях, опытной 
обработки производственных данных,  для создания пакета программ и техно-
логий решения обратных задач МТЗ, а также использования в производствен-
ном режиме. 
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Abstract Keywords 

The article proposes a mathematical model for a 
horizontally stratified medium. We consider forward 
and inverse problems of magnetotellurics for preset 
multilayered medium parameters. We solved the 
magnetotellurics problem for a three-layer medium 
with various parameters. We supply results of solving 
the forward and inverse problems that allowed us to 
detect the specifics of each method and compare the 
algorithms implemented. The software package 
developed can be used for solving problems based on 
various medium models 
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