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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрено линейное приближение плоской зада-
чи о малых колебаниях идеальной жидкости в пря-
моугольном баке, боковая жесткая стенка которо-
го может поворачиваться относительно горизон-
тальной оси. На основе выбранных допущений 
построена упрощенная линеаризованная модель 
исследуемой системы. Такую модель можно исполь-
зовать в качестве простейшей модели речной 
плотины или танкера с упругой стенкой. Постро-
ено приближенное решение краевой задачи о малых 
колебаниях жидкости в жестком прямоугольном 
баке, закрытом с одной стороны жесткой подпру-
жиненной стенкой. Получено уравнение, позволя-
ющее в линейном приближении определить ча-
стоту собственных колебаний рассматриваемой 
системы. 
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В настоящее время задачи о колебаниях жидкости в ограниченном объеме 
очень актуальны при изучении различных прикладных проблем гидроупруго-
сти. В работах, посвященных анализу упругих тел [1, 2] и их взаимодействия с 
жидкостью [3–7], разработаны математические и физические модели, позволя-
ющие с достаточной точностью описывать движение представленных объектов. 
В данной статье рассмотрена система с подвижной боковой пластиной. Такую 
механическую систему можно считать простейшей моделью плотины или моде-
лью танкера с упругой стенкой.  

Целью работы является нахождение характеристик заданного колебатель-
ного контура, которые позволят проанализировать динамические свойства кон-
струкции и помогут сделать выводы о характере движения жидкости. Представ-
ленная задача представляет собой краевую задачу математической физики, в 
основу ее решения положены следующие допущения о характере движения и 
взаимодействия рассматриваемой системы:  

1) колебания системы бак — жидкость малые; 
2) жидкость идеальная, несжимаемая, ее движение потенциальное с потен-

циалом Ф; 
3) трение в опоре пластины отсутствует. 
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Рис. 1. Модель бака с жидкость и упругой боковой крышкой 

Пусть h — высота бака; l — длина бака; L — некоторый размер, больший l, 
который позволяет определить функцию потенциала скорости.  

В силу принятых допущений потенциал скорости жидкости удовлетворяет 
уравнению Лапласа в области τ (где τ — объем жидкости в сосуде) [8]: 

 Ф = 0,2   (1) 
или в другой форме записи, 

2 2

2 2

Ф Ф
+ = 0.

x y
 
 

 

Граничные условия для функции Ф имеют следующий вид (условия непро-
ницаемости стенок бака): 

  
0 0

Ф Ф Ф0;        0;         0.
x x L yx x y  

                   
  (2) 

Для решения воспользуемся методом разделения переменных, или методом 
Фурье. Ограничиваясь одним членом ряда, будем искать частное решение для 
потенциала в виде 

 Ф ( ) ( ) ( );X x Y y S t    

 2 .
 

X Y
X Y
 
    (3) 

Отсюда 
2    0;X X     

1 2cos( ) sin( ),X C x C x     

где C1, C2 — константы интегрирования;  — собственные значения. 
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Согласно граничным условиям, 
0

Ф 0, 
xx 

    
 тогда 1 2sin0 cos0 0,C C      

откуда 2 = 0.C  Поскольку Ф 0, 
x Lx 

    
 то 1 sin( ) 0.C L     Учитывая, что 

1   0,  0, С     получаем sin( ) 0,L   тогда справедливо выражение ,L    откуда  

 .
L


     

Уравнение для Y(y) получим из (3): 

 2 0;Y Y      

 1 2sinh( ) cosh( )Y A y A y       

В силу граничных условий (2) при 
0

Ф 0
yy 

 
  

 можно записать 

 1 2cosh0 sinh0 0;A A      

 1 1 10 ,откуда    0.A A     

Окончательно функция Ф примет вид 

 Ф cos cosh ( ).С x y S t
L L
        

   
  (4) 

где С — произвольная константа интегрирования, ( )S t  — некоторая периоди-
ческая функция времени. 

 
Рис. 2. Упрощенная схема пластины с упругим основанием 
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Для определения характеристик колебательного контура потребуются до-
полнительные уравнения связи. Рассмотрим вынужденные движения боковой 
пластины под действием колебаний жидкости. Пусть p(y, L) — полное давление, 
действующее на боковую стенку, упрМ  — момент, возникающий вследствие 
упругости пластины, жесткость которой равна k, J0 — момент инерции пласти-
ны относительно оси вращения. Гидродинамическое давление жидкости опре-
делим с помощью интеграла Лагранжа — Коши [8]: 

Ф  ,p
t


 


 

где  — плотность жидкости. 
Вычислим равнодействующую сил давления с помощью (4): 

 
0 0 0 0

.Ф Ф cos cosh ( ) .
h h h h

pydy ydy ydy С y x y S t dy
t t L L

   
   
   

        
        

Тогда дифференциальное уравнение вращательного движения пластины [9] 
будет иметь вид 

 0
0

cos ( ) cosh .
. h

J k С l t y y dy
L L

S            
      (5) 

Продифференцировав выражение (5) по времени, получим 

 0
0

cos cosh .( )
h

J k С l y y dy
L L

S t           
         

Вычислим интеграл: 

 00 0
2

cosh sinh sinh

sinh cosh 1 .

hh hL Ly y dy y y y dy
L L L

L Lh h h
L L

                    

                      

 
   

Введя обозначения  

 

                   

2

0

2 2
0

0

  sinh cosh 1 ;

;     ;    ,

L LB h h h
J L L

kz S S
J

                         

     
   

преобразуем дифференциальное уравнение вращательного движения (5) к ка-
ноническому виду следующим образом [10]: 
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 2 2
0 .z z C BS       

Частное решение для Z(t) будем искать в виде Z = DS(t): 
2 2 2
0( ( ) ( )) ;D S t BCS t     

2

2 2
0

,C BD 

 

 

где 0 — собственная частота колебаний пластины;  — собственная частота 
колебаний рассматриваемой системы; B и D — некоторые константы. 

 
Рис. 3. Краевые условия для бака с жидкостью 

Сформулируем дополнительные граничные условия для колебательной си-
стемы, определение которых позволит решить полученное в дальнейшем вари-
ационное уравнение. Линеаризованное граничное условие на свободной по-
верхности жидкости [2, 4]: 

 
2

2
Ф Ф 0,

y h y h

g
y t 

   
         

  (6)   

где g — ускорение свободного падения.  
Из уравнения (6) следует, что 

2

1
.Ф Ф

y h
n g



  
     

 

Поскольку gradФ, u  из решения уравнения (5) следует, что 

2

Ф Ф ( ) .y DS t y
n x
 

   
 

  

Наконец, для определения частоты собственных колебаний системы по-
строим вариационное уравнение, используя свойства потенциала Ф [11]: 
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Умножим выражение (1) на Ф1:  

 2
1ФФ = 0      

Далее проинтегрируем равенство по всему объему τ: 

 2
1ФФ 0.d



  ∮   (7) 

Согласно второй формуле Грина для (7)   

 1
1

ФФ Ф Ф 0,
S

ds
n n

 
   

∮    

где S — площадь смоченной поверхности жидкости; n — внешняя нормаль.  

 
02

1 1
1 1

0

Ф ФФ Ф Ф Ф Ф 0.
l

y h y h y h x l x l x l
x ly h h

dx y dy
g y x     



    
          

      

Тогда 

 

 

 
2

1
1

0
22

2 2 2

0
2

2 2 2

0

2

ФФ Ф Ф

cos cosh( ) ( ) cos sinh cosh ( )

2( ) cosh sinh cos
2

( )

l

y h y h y h
y h

l

l

dx
g y

С x h S t С x h h S t dx
g L L L L L L

S t C h h x dx
g L L L L

S t C

  







            





 


          
        

               
 


     



 






2

21 2 2cosh sinh sin ;
2 2 2

L lh h l
g L L L L

                              

 

 

0

1

0
2 2 2 2

22 2

0 0

1ФФ Ф

cos cosh ( ) sin cos cosh ( )

2( ) cos cosh ( ) sin cosh
2

.
x l x l x l

x lh

h
h h

y dy
x

yDC l y S t С l l y S t dy
L L L L L L

DS t C l y y dy S t C l y dy
L L L L L

  



  



                         
         

                    
       





 

 

2
2

2

( ) cos sinh cosh 1

2 2( ) sin sinh .
4 2

L LDS t C l h h h
L L L

L hS t C l h
L L L



                                
               
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Отсюда получим биквадратное уравнение для определения собственной ча-
стоты  колебаний рассматриваемой системы: 

 

             

2
2

22

2 2
0

1 2 2cosh sinh sin
2 2 2

cos sinh cosh 1

2 2sin sinh 0.
4 2

L lh h l
g L L L L

B L Ll h h h
L L L

L hl h
L L L

                               
                                  

                


  (8) 

Заключение. Получено линейное приближение решения краевой задачи о 
малых колебаниях жидкости в жестком прямоугольном баке, закрытом с одной 
стороны жесткой подпружиненной стенкой. Решение уравнения (8) с началь-
ными параметрами конкретной системы дает возможность рассчитать частоту 
собственных колебаний этой системы. Полученный результат позволяет проек-
тировщику правильно проанализировать динамику конструкции, элементом 
которой является бак с жидкостью.  
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