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Аннотация Ключевые слова 
Представлено полное обоснование того факта, что 
последовательность чисел, характеризующую ирра-
циональное число, можно заменить эквивалентной 
последовательностью, приводящей к бесконечному 
разложению. На основе развитой ранее теории дей-
ствительных чисел обосновано, что каждому дей-
ствительному числу можно поставить в соответ-
ствие фундаментальную последовательность, кото-
рая будет являться его десятичным разложением, и 
наоборот. Также приведены условия, которым должно 
соответствовать данное десятичное разложение. 
Дополнительно рассмотрен вопрос о влиянии рацио-
нальности и иррациональности числа на вид его де-
сятичного разложения, а именно о том, что рацио-
нальные числа имеют периодическое разложение. 
Справедливо также и обратное утверждение. 
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Введение. Поскольку все сведения о действительном числе α, a также все необ-
ходимое для выполнения операций над α можно извлечь из рассмотрения од-
ной какой-либо последовательности рациональных чисел, принадлежащей 
классу α, целесообразно уметь выделять из каждого класса одну определенную, 
возможно более простую последовательность, которая будет служить «полно-
мочным представителем» всего класса, т. е. действительного числа, во всех во-
просах, в которых это число встречается [1,3]. В случае рационального числа α 
такой последовательностью является, например, 

,  ,  ,  ...,  , ...α α α α  

Но в случае иррационального числа с мы не имеем в составе класса такой 
простой последовательности. Ее легко заменить другой, которая приведет нас к 
бесконечному десятичному разложению α. Покажем сначала, что для любого 
действительного числа α и любого натурального числа  ( 1,2,3,...)N N =  можно 
разыскать такое целое число M, что будут выполняться неравенства 

1.M M
N N

+≤ α <  Рациональные числа M N  будут приближениями α соответ-

ственно по недостатку и по избытку с точностью до 1/ .N  
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Чтобы убедиться в существовании этих приближений к действительному 
числу ,Nα  используем соотношение вида 

1,M N M≤ α < +  

где M — целое число, следовательно, 1 .M M
N N

+≤ α <  

Легко заметить, что при заданном N число / ,M N  дающее приближение α с 
точностью до 1/ N  по недостатку, определено единственным образом. В самом 

деле, если ,M M′ ≠  то либо M M′ <  и тогда 1 ,M M
N N

′ ,≤  либо M M′ >  и  

тогда 1.M M
N N

′ +≥  В каждом из этих случаев неравенства M
N

′
≤ α  и 1M

N
′ + > α  

не могут быть выполнены одновременно. 
Заметим, что приближение по недостатку является наибольшим из чисел 

вида m N  (m — целое), не превосходящих α, a приближение по избытку — 
наименьшим из чисел того же вида, превышающих α. 

Беря последовательно 2
0 1 21,  10,  10 ,  ..., 10 ,  ...,n

nN N N N= = = =  будем полу-

чать приближения по недостатку вида 1 2
0 0 1 2 2,  ,  ,  ...,  

10 10 10
n

n n

MM M
r M r r r= = = =  и 

т. д. Очевидно, последовательность 
10

n
n n

M
r = 

 
 является фундаментальной и 

притом сходящейся к α. В самом деле, 

1 1 ,
10 10 10 10 10

n n n n
n n n n n n

M M M M
r

+
, α = , α = α , < , =  

что может быть сделано менее любого 0ε >  при достаточно больших значениях ε. 

Таким образом, последовательность 
10

n
n

M 
 
 

 входит в класс α. 

Будем теперь считать α положительным числом. Тогда и числа 0.kM ≥  

Запишем число /10k
kM  в десятичной системе счисления: 

1 0 1 2... ,  ... ,
10

k
k p p kk

M
r ,= = α α α β β β  

где iα  и iβ  — целые числа, заключающиеся между 0 и 9 (включительно), т. е. 
цифры, и вся запись обозначает, что 

1 1 2
1 0 210 10 ... ... .

10 10 10
p p k

k p p kr −
−

ββ β
= α ⋅ + α ⋅ + + α + + + +  



О взаимозаменяемости последовательностей, приводящих к бесконечному … 

Политехнический молодежный журнал. 2018. № 8 3 

Покажем, что число 1kr + будет записываться с помощью тех же самых цифр с 
присоединением еще одной цифры, а именно 1k+β  на 1k + месте после запятой: 

1 1 0 1 2 1
1

... ,  ... .
10 1

k
k p p k k k kr r+ , +

β +
= α α α β β β β = +

+
 

Действительно, с одной стороны, 

1

10
,

10 10
k k

k k k

M M
r += =  

и так как kr ≤ α , a с другой стороны, 1
1 110

k
k k

M
r +

+ +=  — наибольшее из чисел вида 

110k
M

+ , не превосходящих α, поэтому 

1 1
1.1 1 1

10
,  .

10 10 10 10
k k k k

k kk k k k

M M M M
r r+ +

++ + +≤ = ≤ =  

Но далее: 

1
1

10( 1)
,

10 10
k k
k k

M M+
+

+
= > α  

и так как 1
1

1
10

k
k

M +
+

+
 — наименьшее из чисел вида 110k

M
+ , превосходящих α, то 

1
1 1 1

1 10( 1) 1 1 .
10 10 10 10

k k k
k kk k k k

M M M
r r+

+ + +

+ + +
< ≤ = = +  

Итак, 

1
1 ,

10k k k kr r r+≤ ≤ +  

поэтому 

1 1
1 1 1 1

10 1 100 .
10 10 10 10 10

k k k k
k k k k k k k

M M M M
r r + +

+ + + +

−
≤ − = − = < =  

Но из того, что 

1
1 1

10 100 ,
10 10

k k
k k

M M+
+ +

,
≤ <  

следует, что целое число 1 10k kM M+ −  неотрицательно и не превосходит 9. По-
этому оно выражается некоторой цифрой 1k+β , т. е.       

1 1
1 1 1

10
;

10 10
k k k

k k k k

M M
r r + +

+ + +

− β
− = =

+ +
+ ++ +

β β ββ
= + = α ⋅ + + α + + + + = α α β β β1 11

1 0 0 1 11 110 ... ... ... , ... ,
1010 10 10

pk k k
k k p p k kk k kr r  

что и требовалось доказать. 
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Итак, показано, что в классе, определяющем любое действительное число α 
(иррациональное или рациональное), существует последовательность { }kr  вида 

0 0 1 0 1 2 0 1 2... ;  ... ,  ;  ... ,  ;  ... ,  ... ;  ...p p p p kα α α α β α α β β α α β β β  

Таким образом, исходя из понятия действительного числа как класса экви-
валентных между собой фундаментальных последовательностей рациональных 
чисел, можно прийти к десятичному разложению α. Последнее полностью 
определяет собой α, поскольку представляет собой фундаментальную последо-
вательность рациональных чисел, которая принадлежит классу α и только это-
му классу. И наоборот, по заданному α его десятичное разложение определяется 
указанным выше приемом единственным образом. 

Отметим, что десятичное разложение числа α должно удовлетворять сле-
дующему условию: цифры разложения не должны быть все девятками (начиная 
с некоторой из них). Действительно, пусть какая-либо из цифр 9kβ = , и соот-

ветствующее приближение к α с точностью до 1/10k  по избытку есть 

+ = α α β β + =0 1
1 1... , ... .

10 10k p kk kr r  

Если и следующая цифра 1 9k+β = , то приближение α с точностью до 
11/10k+  по избытку  

+ ++ +

+ +

+ = α α β β β + =

= α α β β + + = α α β β + =

1 0 1 11 1

0 1 0 11 1

1 1... , ...
10 10

9 1 1... ,  ... ... ,  ... .
10 10 10

k p k kk k

p k p kk k k

r

r
 

Итак, в том случае, когда 1 9,k k+β = β =  все приближения α по избытку с 

точностью до 11/10 ,  1/10 ,  ...k k+  равны одному и тому же числу 

0 1
0 1

... ,  ... 11... ,  ... ,
10 10 10

p k
p k k k k

Nr
α α β β +

= α α β β + = =  

где N — целое число. Но тогда последовательность ,  ,  ,  ...r r r  входит в класс α 
и, следовательно, α совпадает с /10kr N= . В этом случае приближение к α с 
точностью до1/10k  по недостатку должно равняться /10kN r= , т. е. самому 
числу α. Но это противоречит тому, что приближением числа α с точностью до 
10 k−  по недостатку является число −α α β β = −0 1... − ... 10 k

p k r . Таким образом, 
видно, что десятичное разложение числа α не может иметь периодом цифру 9. 
Покажем, что всякое разложение вида 0 1 2... ,  ... ...,p kα α β β β  не имеющее цифру 9 
периодом, является десятичным разложением определенного действительного 
числа α. В самом деле, последовательность 

0 0 1 0 1 2 0 1 2... ;   ... ,  ;  ... ,  ;   ... ,  ... ;  ...p p p p kα α α α β α α β β α α β β β  
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является фундаментальной, так как 



 

0 1 0 1 1... ,  ... ... ... ,  ... 0,  0...0 ...

10,   0...09...9 0,  0...01
10

p n  p n n 
n

n
n n

+α α β β β , α α β β = β β ≤

≤ < =
 

и, следовательно, 

0 1 0 1... ,  ... ... ... ,  ... ,p n m p nα α β β β , α α β β < ε  

если m n>  и 1
10n < ε  (т. е. 1lgn >

ε
). 

Предположим, что α — класс, содержащий данную последовательность. 
Так как  

0 1 0 1... ,  ... ... ... ,  ...p n m p nα α β β β ≥ α α β β  
при всех ,m n≥  то и 

0 1... ,  ... .p nα ≥ α α β β  

Однако если 1 9,n+β ≠  где 1n n> , то 

0 1 0 1... ,  ... ... ... ,  ... 9...9,p n m p n

m

α α β β β < α α β β


 

откуда 

0 1 0 1... ,  ... 9...9 ... ,  ... 10 .n
p n p n

,α ≤ α α β β < α α β β +  

Мы видим таким образом, что при любом n 

0 1 0 1... ,  ... ... ,  ... 10 .n
p n p n

,α α β β ≤ α < α α β β +  

Но это и значит, что 0 1... ,  ...p nα α β β  представляет приближение α с точно-

стью до 10 n−  по недостатку, т. е. 0 1... ,  ... ...p nα α β β  является десятичным разло-
жением числа α. 

Для случая, когда цифра 9 является периодом десятичного разложения, за-
метим, что разложение такого рода, конечно, также представляет собой фунда-
ментальную последовательность и, следовательно, определяет собой некоторое 
действительное число α. Добавляя к каждому из чисел 0 1... ,  ...p nα α β β  число 

10 n−  ( 9,nβ =  при n k≥ ), мы получим последовательность, эквивалентную ис-
ходной, и, следовательно, определяющую то же самое число α. Последователь-
ность, полученная таким образом, имеет вид ,  ,  ,  ...,r r r  где 

0 1... ,  ... 10 ,k
p kr ,= α α β β +  

поэтому  
0 1... ,  ... 1

.
10 10

p k
k k

Nr
α α β β +

α = = =  
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Итак, в этом случае имеем последовательность: 

0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1... ;  ... ,  ;  ...;  ... ,  ... ;  ... ,  ... 9;  ... ,  ... 99;...p p p k p k p k, , ,α α α α β α α β β α α β β α α β β  

которую можно символически записать так: 0 1 1... ,  ... 999...9...p k,α α β β . Она пред-
ставляет собой число α, так как принадлежит классу α. Однако она не совпадает 
с той последовательностью, которую мы называли десятичным разложением 
числа α и которая имеет здесь вид 

0 1 1... ,  ...( 1)00...p k,α α β β +  
В самом деле, 

0 1 1 0 1 1 0 1 1
1

... ,  ... 9 1 ... ,  ...( 1)0 ... ,  ...( 1)
.

10 10 10
p k p k p k

k k kr , , ,
,

α α β β + α α β β + α α β β +
α = = = =  

Остановимся на вопросе о том, как сказывается рациональность или ирра-
циональность числа α на виде его десятичного разложения. 

1. Если r — рациональное число, то его десятичное разложение необходимо 
периодическое, т. е. оно имеет вид 

−0 1 1 1 1... − ... ... ... ...p k q qa a b b c c c c  

2. Каждое α, заданное периодическое десятичное разложение есть разложе-
ние некоторого рационального числа, а именно 



0 1 1 1 1

0 1 1 1 0 1 1

1

... ,  ... ... ... ...
... ,  ... ... ... ,  ...

.
9...90...0

p k q q

p k q p k

q k

a a b b c c c c
a a b b c c a a b b

,

, ,

,

=
,

=  

Отсюда следует, что десятичное разложение действительного числа α будет 
периодическим или непериодическим, в зависимости от того, будет ли α рацио-
нальным или иррациональным. Первая половина этого утверждения следует из 
факта 1; вторая половина — из факта 2. 

3. Последовательность вида α α β β β0 1 2... , ...p k  полностью характеризуется 
тем, что ее члены 

α α α α β α α β β α α β β β0 0 1 0 1 2 0 1 2... ;  ... , ;  ... , ;  ... , ... ;  ...p p p p k  

представляют приближения числа α по недостатку с точностью до 

2
1 1 1,  ,  ...,  ,  ...

10 10 10k . Иными словами, −α α β β ≤ α < α α β β +0 1 0 1... − ... ... − ... 10 .k
p k p k  

Эта специальная последовательность и есть десятичное разложение числа α. 
Все сведения о действительном числе α можно получить из рассмотрения лю-

бой последовательности, принадлежащей классу α, в частности, из рассмотрения 
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десятичного разложения. Вот почему десятичное разложение числа α может заме-
нять собой весь класс и даже лежать в основе определения действительного числа.  

Здесь, обрывая бесконечное десятичное разложение на том или ином знаке, 
получаем числа меньшие, чем заданное, но все более и более близкие к заданно-
му. Это выясняется, разумеется, на примерах. Например, если 

1 0,333...,
3

=  

то получаем 
3 33 3330,3 ,   0,33 ,   0,333 ,...,

10 100 1000
= = =  

причем 
1 3 1 1 33 1 1 333 1,   ,   ,   ...,
3 10 30 3 100 300 3 1000 3000

, = , = , =  

и т. д. 
Отметим, что в некоторых случаях не существует числа (рационального), 

представляющего квадратный корень из данного положительного числа, во 
второй — с тем, что в некоторых случаях не существует числа, представляющего 
длину данного отрезка, если другой данный отрезок принят за единицу длины. 
Способы решения той и другой задачи обладают, однако, столь большой степе-
нью общности, что позволяют, с присущим математическим операциям автома-
тизмом, получать одну за другой цифры десятичного разложения искомого ре-
зультата, совершенно независимо от того, выражается ли он (т. е. квадратный 
корень или длина отрезка) рациональным числом или не выражается. 

Некоторую аналогию с этим обстоятельством обнаруживает операция по-
лучения десятичной дроби, равной данному рациональному числу r m n=  (m 
и n — целые числа). Деля m на n и снося к остатку каждый раз по нулю (после 
того как исчерпались все цифры делимого), получаем одну за другой цифры 
десятичного разложения, совершенно независимо от того, существует ли деся-
тичная дробь конечная, равная m n , или же такой дроби не существует. 
Именно эта операция и дает первый повод для введения бесконечного деся-
тичного разложения рационального числа r  как выражения, заменяющего со-
бой конечную десятичную дробь в том случае, когда такой дроби (равной r) не 
существует. Но указав на сходство прежней арифметической и новых — ал-
гебраической и геометрической — задач, необходимо ясно осознать и их раз-
личие. В арифметической задаче речь шла о том, чтобы дать иное выражение, 
иную запись для вполне определенного, заранее известного объекта r m n= . В 
поставленной задаче речь идет о том, чтобы на основании постепенно развер-
тывающейся записи решения задачи, записи, внешне не отличимой от уже до-
пущенных ранее бесконечных десятичных разложений (периодических), 
прийти к представлению об этом решении, заранее неизвестном и не опреде-
лявшемся. 

Чтобы извлечь из десятичных разложений все, что они могут дать для вве-
дения иррациональных чисел, примем во внимание следующие факты. 
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1. Все арифметические операции над рациональными числами и сравне-
ние рациональных чисел между собой по величине можно осуществлять, 
пользуясь одними только десятичными разложениями этих чисел. Эти деся-
тичные разложения можно считать во всех случаях бесконечными, что, одна-
ко, не мешает при фактических выкладках пользоваться лишь конечным чис-
лом цифр каждого разложения, отбрасывая все цифры, начиная с некоторого 
места и, таким образом, оперировать лишь над конечными десятичными дро-
бями, представляющими приближения к данным числам. Такой образ дей-
ствий приводит к взгляду на десятичное разложение числа как на своего рода 
склад, где в величайшем порядке хранятся приближения этого числа по недо-

статку, с точностью до 2 3
1 1 11,  ,  ,  ,  ...

10 10 10
 

2. То обстоятельство, что бесконечное разложение числа (рационального) яв-
ляется всегда периодическим, не играет существенной роли в использовании этих 
разложений. Это значит, прежде всего, что сами правила арифметических опера-
ций над десятичными разложениями не требуют знания периода и не используют 
факта периодичности разложений. Значение этого обстоятельства вытекает из 
того, что если среди рациональных чисел встречаются числа, разложения кото-

рых обладают малой длиной периода 1 1 10,(3),  0,(1),  0,(09),...
3 9 11

 = = =  
, то сре-

ди них же встречаются и такие, для которых длина периода десятичного разло-
жения может быть сколь угодно большой: 

1 1 10,(142857),  0,(076923),  0,(0588235294117647),... .
7 13 17

 = = =  
 

Существуют рациональные числа, периоды которых содержат сотни, тыся-
чи и миллионы цифр.  

Заключение. Изученные основные принципы теории пределов характери-
зуют, каждый в отдельности, одно и то же свойство множества действительных 
чисел, а именно свойство непрерывности. Присоединяя к рациональным чис-
лам иррациональные числа, определяемые им посредством сечений, произво-
димых на множестве рациональных чисел, доказано, что расширенное таким 
образом множество чисел — множество действительных чисел — уже обладает 
свойством, вполне аналогичным свойству непрерывности прямой.  
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