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Аннотация Ключевые слова 
Для разработки новых двигателей, а также для полу-
чения корректных результатов математического 
моделирования следует использовать численные ме-
тоды, с помощью которых происходит верификация 
математических моделей. Такой подход позволяет 
существенно снизить материальные и временные 
затраты на стадии разработки. Представлен алго-
ритм обработки экспериментальных данных, а так-
же предложен подход по подбору полуэмпирических 
коэффициентов Вибе для верификации математиче-
ской модели по экспериментальным данным. Проведе-
но сравнение двух оптимизационных методов. В каче-
стве целевой функции выбран интеграл модуля разно-
сти квадратов экспериментальной и расчетной зави-
симостей. 
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Постановка задачи. При проектировании новых двигателей все чаще применя-
ют численные методы, с помощью которых можно улучшать конструкцию без 
больших затрат на производство опытных агрегатов. Улучшения конструкции 
добиваются как на прочностном уровне, т. е. благодаря уменьшению массы де-
талей без снижения прочностных показателей, так и путем совершенствования 
рабочего процесса двигателя. Известно, что моделирование процесса сгорания в 
двигателе достаточно затруднительно, поскольку оно происходит по сложному 
физико-химическому механизму. 

Для первичной оценки рабочего процесса необходимы «простые» полуэм-
пирические формулы, базирующиеся на законах физики и химии. Данные моде-
ли успешно применяют при исследовании процесса сгорания, однако перед 
этим требуется их верификация, т. е. «качественная» обработка эксперимен-
тальных данных, и уточнение ряда эмпирических коэффициентов, которые в 
дальнейшем могут лечь в основу более точных методов расчета рабочего про-
цесса, близких по эффективности к методам вычислительной гидродинамики 
(Computational Fluid Dynamics — CFD) [1]. 

Существует множество полуэмпирических зависимостей для расчета скоро-
сти тепловыделения. Рассмотрим наиболее известные из них. 
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Формула Неймана. Карл Нейман, немецкий математик, профессор универ-
ситетов в Базеле, Тюбингене и Лейпциге, еще в XIX веке предложил использо-
вать для расчета тепловыделения эмпирическую формулу, поскольку он так и не 
смог теоретически описать процесс изменения скорости тепловыделения 

( ),dx f
d

 


 ссылаясь на законы химической кинетики [2]. Позже было установ-

лено, что скорость окисления подчиняется экспоненциальному закону, а не яв-
ляется линейной, как в классической кинетике, данный факт не согласуется с 
эмпирической формулой, предложенной Нейманом, которая имеет вид 

 
сг сг

2 ,x
  
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тогда скорость сгорания выражается формулой 

сг сг

2 1 ,dx
d

 
  

   
 

где  — текущее время процесса сгорания, сг0, ;     сг  — продолжительность 
процесса сгорания; x — доля сгоревшего топлива. 

Формула Пугачева. Известно, что процесс сгорания обычно характеризуют 
двумя механизмами протекания: кинетическим и диффузионным. Тогда ско-
рость тепловыделения будет иметь два пика: от кинетического и диффузионного 
сгорания. Советский ученый Б.П. Пугачев [3] предложил следующий вид ап-
проксимирующей кривой: 
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при которой выражение для скорости сгорания  имеет вид 

2 2
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где max1 max2,   — время с момента начала процесса сгорания до достижения мак-
симумов,   — текущее время процесса сгорания, кон0, ;     кон  — продолжи-
тельность процесса сгорания; 1x  — доля топлива, сгоревшего по кинетическому 
механизму; 2x  — доля топлива, сгоревшего по диффузионному механизму. 

Формула Вибе. Советский ученый И.И. Вибе предложил свою модель сго-
рания, которая основана на уравнении другого советского химика Н.Н. Семено-
ва [2], которое описывает сложный цепной механизм сгорания. Для однофазно-
го характера тепловыделения получена следующая зависимость, или, как часто 
ее называют, формула Вибе: 
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Иногда в расчетах используют дифференциальный вид формулы Вибе: 
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где m1 — показатель диффузионного сгорания; 1 — текущее время процесса 
сгорания по кинетическому механизму, 1 сг10, ;      сг1  — продолжительность 
процесса сгорания по диффузионному механизму. 

Формула Вибе получила широкое распространение не только в России, но и 
далеко за ее пределами. Примером этого могут служить компании, которые ис-
пользуют модель Вибе [2] в своих программных продуктах: Lotus Engine 
Simulation, Diesel RK, BOOST, GT POWER [4]. 

Объект исследования. В данной работе выполнена аппроксимация экспери-
ментальной кривой тепловыделения на различных режимах численными метода-
ми для автомобильного двигателя ВАЗ 2101 4Ч 7.6/6.6 со следующими параметра-
ми: ход поршня S = 66 мм; диаметр цилиндра D = 76 мм; степень сжатия  = 8,8. 

Сначала нужно определить экспериментальную кривую скорости тепловы-
деления. Для этого запишем систему уравнений [5]: 

;

;

.V

dp dV dT
p V T

pV mRT
dQ dV dTp mC
dt dt dt

  
 


 


, 

где p — давление, Па; V — объем, м3; Т — температура, K; R — удельная газовая 
постоянная,  8,31 Дж/(кг K);R    m — масса смеси, кг; СV — удельная теплоем-
кость при постоянном объеме, Дж/(кг K).  

Получаем  
1 ,

1 1
dpdQ k dVp V

dt k dt k dt
 

 
 

где  / ,p Vk C C  для бензина k = 1,280…1,315 [6]; 

т.п сг ;
dQ dQdQ

dt dt dt
   

Для упрощения примем 
т.п сг

т.п ,
dQ dQ

dt dt
   

где т.п  — доля теплоты, затраченной на теплопередачу. Тогда 
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Зависимость показателя политропы k от температуры имеет следующий вид: 
 
Температура, K ……………………. 200 700 1200 1700 2200 2700 
k ………………………………………. 1,315 1,310 1,305 1,300 1,290 1,280 

 
Диапазон т.п 0,10...0,25   [5]. С учетом теплообмена получаем следующую 

формулу:  

 сгсг
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/
,
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где qc — цикловая подача топлива; Hu — минимальная теплота сгорания топлива [7].  

Получаем: 

т.п

1
1 1 .
(1 ) c u

dpk dVp VdX k dt k dt
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
 


 

Для определения продолжительности сгорания и построения характеристи-
ки тепловыделения численным методом замéним дифференциалы конечными 
разностями, а также вместо времени будем использовать угол поворота колен-
чатого вала (ПКВ). Приняв эти допущения, запишем следующее уравнение. 
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1 1 ,  
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pk Vp V
X k k
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
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где 1 1 1;  ;  .i i i i i iP P P V V V             

В качестве целевой функции примем сумму модуля квадратов разности рас-
четной кривой и экспериментальной. В данной задаче следует искать минимум 
целевой функции: 

( ) min,f a   где 
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  m — последний номер массива 
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где z — продолжительность горения; m — показатель топлива, сгоревшего по 
диффузионному механизму; С = log (1 – 0,999). 
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а 

  
б в 

Рис. 1. Обработка экспериментальных данных: 
а — осреднение индикаторной диаграммы; б — зависи-
мость объема цилиндра от угла ПКВ; в — зависимость 
   осредненной индикаторной диаграммы от угла ПКВ 

 
Определим варьируемые переменные и их диапазоны: 
Для искрового двигателя это одна переменная 0 7m  ; 
Для двигателя с воспламенением от сжатия нужно учитывать четыре пере-

менные 0 1;x   0 ,ct z     0 7,m   0 1,m   
где ct — угол максимальной скорости сгорания по кинетическому механизму; 
m — показатель топлива, сгоревшего по кинетическому механизму; x — доля 
топлива, сгоревшего по кинетическому механизму. 

Решение этой задачи осуществим двумя способами: 
1) методом полного перебора. Разобьем диапазон варьируемых переменных 

с постоянным шагом и вычислим значение функции по формуле Вибе в каждой 
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точке. После этого найдем ряд значений целевой функции и среди них опреде-
лим минимальное. Этот метод позволяет определить глобальный экстремум, 
однако требует большого объема вычислений; 

2) градиентный метод многомерной оптимизации (метод наискорейшего 
спуска). Это итерационный численный метод решения оптимизационных задач, 
который позволяет определить экстремум (минимум или максимум) целевой 
функции гораздо быстрее, чем метод полного перебора. Однако в ходе решения 
определяется локальный минимум целевой функции, что не всегда совпадает с 
глобальным экстремумом. 

Выполним сравнение двух численных методов для различных режимов (табл. 1). 
 

Таблица 1 
Результаты сравнения двух численных методов 

Режим, об/мин Полный перебор Метод наискорейшего спуска 
m min m min 

2000  0,84 0,0017 0,800 0,0016 
2500  0,67 0,0014 0,730 0,0013 
3000  1,01 0,0021 0,964 0,0022 

 
Сравнение результатов применения численных методов на примере работы 

двигателя 4Ч7.6/6.6 на 2000 об/мин выполнено на рис. 2. 
 

  
а б 

Рис. 2. Сравнение кривых, полученных экспериментальным и расчетным путем: 
а — зависимость скорости тепловыделения от угла ПКВ; б — зависимость доли  
                                           сгоревшего топлива от угла ПКВ 
 
Метод полного перебора [8] позволяет определить коэффициенты с доста-

точной точностью, однако для его реализации требуется большой объем  
вычислений, что ведет к увеличению времени расчета. Отсюда следует, что с 
увеличением числа варьируемых переменных время расчета увеличивается 
лавинообразно. 
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Рис. 3. Зависимость значения целевой функции  

от количества итераций 

Метод наискорейшего спуска (МНС) [9, 10] дает возможность найти мини-
мум целевой функции за 10-30 итераций, что ведет к сокращению времени рас-
чета. Однако МНС позволяет найти локальный минимум целевой функции, в 
отличие от метода последовательного перебора. 

В результате применения численных методов были получены наборы коэф-
фициентов (см. табл. 1) для формулы Вибе на различных режимах, которые 
можно использовать для дальнейших расчетов рабочего процесса. 

Отметим, что комбинирование методов оптимизации позволит находить 
глобальный минимум целевой функции методом полного перебора с крупным 
шагом, а в окрестностях этой точки использовать градиентный метод.  

В случае обработки индикаторной диаграммы двигателя с воспламенением 
от сжатия следует аппроксимировать по двойной формуле Вибе [11] и в этом 
случае количество варьируемых переменных увеличивается до четырех. Рас-
смотрим пример применения предложенного подхода для этого случая. 

В качестве примера возьмем «экспериментальную» скорость тепловыделе-
ния дизельного двигателя 12V26.5/31, рассчитанную в программном комплексе 
Diesel-RK. В результате, для двухфазного характера тепловыделения [12] был 
применен принцип суперпозиции и получена следующая формула: 

1 1
1exp (1 )C exp ,

1

v vm m m
v

ct ct z z z

m m mX x x C
m

  
 

 


                       
                 

 

где x — доля топлива, сгоревшего по кинетическому механизму; ct — угол мак-
симальной скорости сгорания по кинетическому механизму; z — продолжи-
тельность горения; m — показатель топлива, сгоревшего по диффузионному 
механизму; m — показатель топлива, сгоревшего по кинетическому механизму; 
С = log (1 – 0,999). 
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Определим варьируемые переменные и их диапазоны: 

0 1;x   0 ,ct z     0 5,m   0 5.m   

Решим эту задачу также двумя методами: полного перебора и наискорейше-
го спуска. Результаты решения представим в виде табл. 2. 

Таблица 2  
Результаты решения с помощью двух численных методов при 1000 об/мин 

Метод x  m  vm  ct  min 
Полного перебора 0,6500 2,140 0,250 31,24 0,0045 
Наискорейшего спуска 0,6568 2,069 0,287 31,55 0,0032 

 
Сравнение результатов применения численных методов на примере работы 

двигателя 12V26.5/31 на 1000 об/мин выполнено на рис. 4. 
 

 
 

а б 

Рис. 4. Сравнение кривых, полученных экспериментальным и расчетным путем. 
а — зависимость скорости тепловыделения от угла ПКВ;  
б — зависимость доли сгоревшего топлива от угла ПКВ 

 

 
Рис. 5. Зависимости целевой функции от количества итераций 
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Определение коэффициентов Вибе в дизельных двигателях сильно услож-
няется в результате роста числа независимых переменных. Для метода полного 
перебора число расчетов значительно увеличивается. В случае МНС количество 
шагов для поиска оптимального значения также растёт, но не так значительно. 
Для четырех варьируемых переменных потребовалось около 180 итераций, что 
доказывает необходимость применения методов оптимизации для верификации 
экспериментальных зависимостей. 

Выводы.  
1. Проведен численный эксперимент, в результате которого определены по-

луэмпирические коэффициенты формулы Вибе. 
2.  Выполнено сравнение двух численных методов. 
3. Сделан вывод о том, что комбинирование алгоритмов оптимизации су-

щественно повысит скорость расчетов при определении эмпирических коэф-
фициентов. 
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