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Основным инструментом баллистики служит математическое моделирование, 
поэтому одной из существенных сторон любого исследовательского процесса 
является адекватность выбранных и разработанных математических моделей. 

Численное моделирование движения летательного аппарата (ЛА) отражает 
реальный полет с определенными допущениями. Математическое описание по-
лета ЛА может быть основано на использовании законов теоретической меха-
ники. Для этого реальный ЛА должен быть представлен в виде твердого тела, 
перемещение которого складывается из поступательного движения центра масс 
(ЦМ) и вращательного движения вокруг ЦМ. Также необходимо задание систе-
мы отсчета, схемы действующих сил и моментов.  

Существуют различные подходы к моделированию угловой динамики дви-
жения ЛА. В данной статье рассмотрен трехпараметрический подход: расчет 
углового движения ЛА осуществляется с использованием дифференциальных 
уравнений для расчета приращений углов Эйлера. 

В соответствии с ГОСТ 20058–90 «Динамика летательных аппаратов в атмо-
сфере» переход от нормальной* системы координат g g gOX Y Z  в связанную систе-
________________________ 

* В данной работе нормальная система координат совпадает со стартовой системой 
координат, поэтому в дальнейшем будем использовать термин «стартовая система ко-
ординат» ст ст ст .OX Y Z  
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му координат OXYZ  осуществляется тремя последовательными поворотами — 
на угол рыскания , угол тангажа  угол крена  [1]: 

– угол рыскания  — угол между осью gOX  нормальной системы коорди-
нат и проекцией продольной оси OX  на горизонтальную плоскость g gOX Z  
нормальной системы координат; 

– угол тангажа  — угол между продольной осью OX  летательного аппара-
та и горизонтальной плоскостью g gOX Y  нормальной системы координат; 

– угол крена  — угол между поперечной осью OZ  и осью gOZ  нормальной 
системы координат, смещенной в положение, при котором угол рыскания равен 
нулю. 

Матрица перехода из стартовой системы координат в связанную имеет сле-
дующий вид: 

      
               
                

св-ст

cos cos sin cos sin
cos sin cos sin sin cos cos cos sin sin sin cos .

sin sin cos cos sin sin cos sin sin sin cos cos
A  

Кинематические соотношения (в соответствии с ГОСТ 20058–90), позволя-
ющие связать угловые скорости вращения связанного базиса относительно 
инерциальных осей и производные изменения угловых величин, выбранных 
для описания угловой кинематики, следующие: 

 

     

     


        






sin cos ;
1 ( cos sin );

cos
tg ( cos sin ).

x z

y z

x y z

 (1) 

В литературе указывается, что на практике применяют различные схемы 
введения последовательностей троек углов. Схему, представленную в ГОСТ 
20058–90, принято называть самолетной. Это схема, при которой подразумева-
ется, что наибольший поворот в процессе полета происходит по углу рысканья, 
а наименьший — по каналу крена. Такая схема характерна для ЛА самолетного 
типа. Другие распространенные последовательности поворотов (  ( )  — 
ракетная схема,   ( )  — гироскопическая схема) в ГОСТ 20058–90 не рас-
смотрены. Целесообразно исследовать их. 

Чтобы получить матрицу перехода от исходной системы координат к ко-
нечной, необходимо составить элементарные матрицы последовательного по-
ворота на один угол и перемножить их [2]. Покажем это на примере перехода из 
стартовой системы координат к связанной по тройке углов, указанной в ГОСТе.  

Первый поворот осуществляем на угол  , как показано на рис. 1:

  


  


 

cos 0 sin
0 1 0 .

sin 0 cos
A  
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Рис. 1. Схема поворота осей стартовой 

системы координат на угол   
Рис. 2. Схема второго поворота осей стар-

товой системы координат на угол   

Второй поворот осуществляем на угол   (рис. 2): 



 
   

cos sin 0
sin cos 0 .
0 0 1

A  

Третий поворот — на угол   (рис. 3): 

   
  

1 0 0
0 cos sin .
0 sin cos

A  

В результате перемножения эле-
ментарных матриц получим матрицу 
перехода из стартовой системы коорди-
нат в связанную: 

  

    
         

    

     
            

           

св-ст

1 0 0 cos sin 0 cos 0 sin
0 cos sin sin cos 0 0 1 0
0 sin cos 0 0 1 sin 0 cos

cos cos sin cos sin
cos sin cos sin sin cos cos cos sin sin sin cos

sin sin cos cos sin sin cos sin sin sin c

A A A A

 
 
 
   

.
os cos

 

Любой декартовой системе координат может быть сопоставлен базис, со-
стоящий из векторов, каждый из которых направлен вдоль своей оси коорди-
нат. Матрица перехода от базиса А к базису В — это векторы базиса А, записан-
ные по столбцам в проекциях на оси базиса В. Разложение вектора по данному 
базису единственно [3]. Отсюда следует вывод, что при определении углового 
положения объекта с помощью различных комбинаций трех углов поворота 
матрица направляющих косинусов численно должна оставаться неизменной. 

 
Рис. 3. Схема второго поворота осей 

стартовой системы координат на угол   
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Получим матрицы перехода по другим схемам. При использовании различ-
ных последовательностей поворотов вид итоговой матрицы перехода изменяется, 
поскольку последовательность перемножения матриц элементарных поворотов 
другая. Однако, согласно выводам, полученным выше, матрицы перехода при 
различных схемах перехода должны быть численно одинаковыми. Поэтому оче-
видно, что значения углов, используемые в различных схемах перехода, различа-
ются     ( )rtk trk rkt . Физический смысл (определение) углов также изменяется 
(наглядно покажем это ниже). Поэтому в дальнейшем будем обозначать в ниж-
нем индексе у параметра (угла) порядок поворотов. Например,   , ,rtk rtk rtk  — 
соответственно углы тангажа, рыскания, крена, полученные тремя последова-
тельными поворотами на угол рыскания (r), угол тангажа (t) и угол крена (k). От-
метим, что в обозначении матрицы направляющих косинусов верхний индекс 
показывает систему координат, из которой осуществляется переход; нижний ин-
декс — систему координат, в которую осуществляется переход, а также тройку 
последовательностей углов, по которой осуществляется переход. 

Для ракетной схемы    ( ):trk trk trk  

  

    
         

    

     
       

ст
св

1 0 0 cos 0 sin cos sin 0
0 cos sin 0 1 0 sin cos 0
0 sin cos sin 0 cos 0 0 1

cos cos cos sin sin
sin sin cos sin cos sin

trk trk trk trk

trk trk trk trk trk

trk trk trk trk

trk trk trk trk trk

trk trk trk trk trk tr

A A A A

 
        
               

sin sin cos cos sin cos ;
cos sin cos sin sin cos sin sin sin cos cos cos

k trk trk trk trk trk trk

trk trk trk trk trk trk trk trk trk trk trk trk

 

Для гироскопической схемы    ( ):rkt rkt rkt  

  

    
         

    

             


ст
св

cos sin 0 1 0 0 cos 0 sin
sin cos 0 0 cos sin 0 1 0

0 0 1 0 sin cos sin 0 cos

cos cos sin sin sin sin cos cos sin sin sin

rkt rkt rkt rkt

rkt rkt rkt rkt rkt

rkt rkt rkt rkt

rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt r

A A A A

 
                
       

cos
sin cos cos sin sin cos cos sin sin cos sin cos ;

sin cos sin cos cos

kt rkt

rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt rkt

rkt rkt rkt rkt rkt

 
При моделировании движения ЛА с применением различных схем перехода 

необходимо проводить пересчет начальных условий, поскольку углы, соответ-
ствующие различным схемам перехода, не равны между собой. 

Рассмотрим пересчет углов из ракетной схемы в самолетную. Пусть базис 
cт cт cт, ,X Y Z  — инерциальный базис, стартовая система координат, а базис 
, ,X Y Z  — связанная с объектом система координат. Введем обозначения: 

– cт cт cт , ,x y zX X X  — проекции стартовой оси cтOX  на связанные оси 
, , ;OX OY OZ  
– , ,x y zX X X  — проекции связанной оси OX  (продольной оси объекта) на 

инерциальные оси cт cт cт, , .OX OY OZ  
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Тогда по результатам сравнения выражений для матриц перехода справед-
ливо будет записать: 

       

      

        

ст ст
cт св св

ст ст
cт св св

ст ст
cт св св

(1,1) (1,1) cos cos cos cos ;
(1,2) (1,2) sin cos sin ;

(1,3) (1,3) sin cos sin ;

x trk rtk trk trk rtk rtk

y trk rtk trk trk rtk

z trk rtk trk rtk rtk

X A A
X A A

X A A

 

         
       

           

ст ст
cт св св

ст ст
cт св св

cт 

(2,1) (2,1) sin sin cos sin cos
cos sin cos sin sin ;

(2,2) (2,2) sin sin sin cos cos cos cos ;

x trk rtk trk trk trk trk trk

rtk rtk rtk rtk rtk

y trk rtk trk trk trk trk trk rtk rtk

Y A A

Y A A

Y            ст ст
св св(2,3) (2,3) sin cos cos sin sin sin cos ;z trk rtk trk trk rtk rtk rtk rtk rtkA A

 

         
      

            

ст ст
cт св св

ст ст
cт св св

cт 

(3,1) (3,1) cos sin cos sin sin
sin sin cos cos sin ;

(3,2) (3,2) cos sin sin sin cos sin cos ;

x trk rtk trk trk trk trk trk

rtk rtk rtk rtk rtk

y trk rtk trk trk trk trk trk rtk rtk

Z A A

Z A A

Z             ст ст
св св(3,3) (3,3) cos cos sin sin sin cos cos .z trk rtk trk trk rtk rtk rtk rtk rtkA A

 

Из этих соотношений следует, что в общем случае 

  rtk trk ,        rtk trk ,        rtk trk  

Соотношения между ними можно найти из приведенных выше выражений 
для элементов матрицы перехода. 

Из выражения для cт ,yX  например, получаем: 

    ст
свarcsin (1,2) arcsin(sin cos ),rtk trk trk trkA           90 90rtk  

Из выражений для cт yY  и cт yZ  выводим при уже известном  :rtk  

 
       
        

      
       

 

ст
ст св
св

(2,2)
sign[ (3,2)] arccos

cos
sign(cos sin sin sin cos )

sin sin sin cos cos
arccos , 180 180 .

cos

trk
rtk trk

rtk

trk trk trk trk trk

trk trk trk trk trk
rtk

rtk

AA

 

Из выражений для cт xX  и cт zX  получаем: 

 
           

  
       

 

ст
ст св
св

(1,1)
sign[ (1,3)] arccos sign( sin )

cos

cos cos
arccos , 180 180 .

cos

trk
rtk trk trk

rtk

trk trk
rtk

rtk

AA
 

Аналогично и для других схем перехода. Формулы перехода указаны в табл. 1.
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Разберемся с выводом кинематических 
соотношений (1). Для этого установим связь 
между производными углов   , ,rtk rtk rtk  
по времени и проекциями вектора угловой 
скорости ЛА на связанные оси   , ,x y z . 

Вектор угловой скорости ракеты  
можно представить как сумму [4]: 

                              .rtk rtk rtk                    (2) 

В соответсвии с рис. 4 (для удобства ин-
дексы углов на рисунках, представленных в 
данной работе, опустим): 

       sin ;x rtk rtk rtk  (3) 

        sin cos cos ;y rtk rtk rtk rtk rtk  (4) 

        cos cos sin .z rtk rtk rtk rtk rtk  (5) 

Из (3) получим: 
      sin .rtk rtk rtk x  

Домножим (4) на sin rtk , а (5) — на cos rtk и сложим первое выражение со 
вторым: 

         2 2sin cos (cos sin ).y rtk z rtk rtk rtk rtk  

Домножим (4) на cos rtk  а (5) — на sin rtk  и сложим первое выражение со 
вторым: 

      cos sin cos .y rtk z rtk rtk rtk  

Окончательно получим: 

      


 1 ( cos sin );
cosrtk y rtk z rtk

rtk
 (6) 

       sin cos ;rtk y rtk z rtk  (7) 

          ( sin cos ).rtk x rtk z rtk y rtktg  (8) 

Кинематические соотношения для других схем перехода записаны в табл. 1.  
Из анализа системы уравнений (6)–(8) следует вывод, что уравнения имеют 

особые точки. Так, для самолетной схемы перехода система уравнений (6) со-
держит множители 1/cos rtk  и tg ,rtk  которые влекут за собой появление осо-
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Рис. 4. Самолетная схема  
поворотов стартовой СК  

относительно связанной СК 
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бых точек при     /2 , .rtk n n  При таких значениях углов производные 
 rtk  и  rtk  терпят разрыв второго рода, а их значения близки к бесконечным. 
Аналогичное справедливо и для других схем перехода. Заметим, что особая точ-
ка наблюдается во вращении по второму углу в последовательности поворотов. 

На практике подобные вырождения могут быть опасны, поскольку исполь-
зование бесконечных производных углов при интегрировании угловой кинема-
тики объекта неминуемо приведет к разрывам и скачкам величин, которые 
нельзя объяснить физически. Любая система углов, по существу, моделирует 
некоторый карданов подвес. При определенных значениях углов происходит 
вырождение кинематических уравнений, отражающее эффект складывания ра-
мок этого подвеса [5]. 

Рассмотрим тривиальную математическую модель пространственного пас-
сивного неуправляемого движения ЛА, представленного на рис. 5. На ЛА дей-
ствует следующая система сил и моментов: аэродинамические сила Ra, момент 
M и сила притяжения G = mg. Атмосфера стандартная по ГОСТ 4401–81 [6]. 
Гравитационное поле Земли — однородное плоскопараллельное. Все аэродина-
мические функции заданы таблично. Интегрирование уравнений движения 
осуществляется методом Эйлера c шагом   0,01 c. 

 

 
Рис. 5. Схема ЛА 

Характеристики ЛА следующие: 
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Уравнение поступательного движения: 
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где A — матрица перехода из связанной системы координат к стартовой; 
ст ст ст,  ,  X Y Z  — аэродинамическая сила в проекциях на стартовую систему ко-

ординат; ,  ,  X Y Z  — аэродинамическая сила в проекциях на связанную систему 
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Уравнения вращательного движения: 
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производная функции угловой скорости вокруг оси OY; 
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производная функции угловой скорости вокруг оси OZ, 

  
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z
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где ,  ,  x y zM M M  — аэродинамические моменты; , ,  x y zJ J J  — осевые моменты 
инерции ЛА;   ,  ,  x y z  — угловые скорости ЛА. 

Прежде чем провести исследование влияния особых точек, отметим, что 
важно соблюдать соответствие кинематических уравнений Эйлера (6) – (8) вы-
бранной схеме перехода. В противном случае результат моделирования будет 
некорректным. Покажем это на примере использования уравнений Эйлера са-
молетной схемы для расчета движения ЛА по самолетной, ракетной и гироско-
пической схемам перехода (рис. 6).  

 

 
Рис. 6. Изменение траектории движения без учета изменений уравнений Эйлера 

На рис. 6 видно, что траектории движения, рассчитанные по трем схемам 
перехода при использовании «самолетных» уравнений Эйлера (1), не совпадают 
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между собой. Поэтому при моделировании движения ЛА следует помнить, что 
уравнения Эйлера должны соответствовать тройке углов, по которым ведется 
расчет.  

Для качественного анализа и визуализации влияния особых точек на резуль-
таты моделирования необходимо подобрать такие начальные условия движения 
ЛА, чтобы в процессе полета возникали особые точки. Рассмотрим поведение са-
молетной, ракетной и гироскопической схем при следующих начальных условиях 
полета ЛА:             0 080 ,  0 ,  80 ,  0rtk rtk rtk x y  град/с (рис. 7–12). Пере-
чет начальных условий из самолетной схемы в ракетную и гироскопическую по-
казан в табл. 2. 

Таблица 2 
Пересчет начальных условий 

rtk  rtk  rtk  
Самолетная схема 

80,0 0,0 80,0 
Ракетная схема 

80,0 0,0 80,0 
Гироскопическая схема 

88,2 79,8 9,8 
При корректном использовании уравнений Эйлера и правильном пересчете 

начальных условий (см. табл. 2) движение ЦМ, рассчитанное по различным 
схемам перехода, будет совпадать (см. рис. 7). 

 

 
Рис. 7. Изменение траектории движения 

Графики углов, рассчитанных по различным схемам перехода, различаются 
(рис. 8, 11, 12). Причины несовпадения углов, рассчитанных по различным по-
следовательностям троек углов, были описаны выше. 

На рис. 8 видно, что после 30-й секунды полета возникает резкий скачок уг-
лов rtk  и rtk , что можно легко объяснить, проанализировав уравнения (6). 
Множители 1/cos rtk  и tg rtk влекут за собой появление особых точек при 
     /2 , .rtk n n  При таких значениях углов производные  rtk  и  rtk  име-
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ют скачкообразный характер (рис. 9, 10). При использовании ракетной схемы 
перехода таких эффектов не наблюдается (рис. 11, 12). При использовании ги-
роскопической схемы (см. рис. 12) на 25-й секунде полета возникает резкое из-
менение углов  ,rkt rkt , причиной этого служит попадание в особую точку по 
гироскопическому углу крена  .rkt   

 

 
Рис. 8. Изменение углов с течением времени, рассчитанных по самолетной 

   ( )rtk rtk rtk  схеме 

 
Рис. 9. Изменение углов  ,rtk  rtk  и производной угла rtk  с течением времени,  

рассчитанных по самолетной    ( )rtk rtk rtk  схеме 

 
Рис. 10. Изменение углов  ,rtk rtk  и производной угла rtk  с течением времени,  

рассчитанных по самолетной    ( )rtk rtk rtk  схеме 
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Рис. 11. Изменение углов с течением времени, рассчитанных  

по ракетной    ( )trk trk trk  схеме 

 
Рис. 12. Изменение углов с течением времени, рассчитанных  

по гироскопической    ( )rkt rkt rkt  схеме 

Несмотря на различное поведение углов, определенных по самолетной, ра-
кетной, гироскопической схемам, ориентации связанных осей, рассчитанных по 
этим схемам, совпадают между собой. 

По результатам анализа различий зависимостей самолетных, ракетных, ги-
роскопических углов от времени можно сделать несколько выводов. В силу того 
что изменение самолетных углов имеет скачкообразный характер, а их произ-
водные терпят разрыв в окрестности особых точек, использование данной 
тройки углов в качестве параметров при создании системы управления пред-
ставляется бесполезным. Поясним это. 

Типовые схемы управления угловым положением объекта построены на ба-
зе так называемого автомата угловой стабилизации. Сигнал на органы управле-
ния формируется, как совокупность сигналов, пропорциональных угловому 
рассогласованию, скорости изменения угла и, в некоторых случаях, интегралу 
углового рассогласования по времени [7–12]. При наличии скачкообразных из-
менений угловых параметров управляющий сигнал также будет иметь «рваную» 
структуру, что может приводить к излишней загруженности органов управле-
ния и сбоям программы управления. 

В свою очередь, использование гладких зависимостей в качестве парамет-
ров управления снижает риск возникновения неправильной работы системы 
управления, а также позволяет прогнозировать движение объекта даже анали-
тически. Подобные графики легко интерпретировать, анализировать, вероят-
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ность возникновения ошибки минимальна. В дальнейшем гладкие зависимости 
позволяют получить простые программы изменения углов, избегая построения 
сложных кусочно-непрерывных функций.  

Учитывая сказанное выше, при данном движении ЛА целесообразно ис-
пользовать ракетную схему, которая дает гладкие кривые. 

Проанализировав полученные результаты, можно сделать следующие выводы:  
– получены (выведены) все необходимые соотношения для анализа перехо-

да из стартовой СК в связанную (матрицы, пересчет углов, кинематические со-
отношения); 

– при использовании различных схем перехода необходим пересчет 
начальных условий; 

– попадание в окрестность особой точки приводит к резкому возрастанию 
производной угла, однако на ориентацию связанных осей (положение тела) это 
не влияет; 

– при использовании трехпараметрического подхода выбор тройки углов 
обусловлен требованиями к траектории ЦМ и угловой динамике; 

– при создании управления на основе углов и производных углов необхо-
димо выбирать схему перехода (тройку углов), которая не содержит особенно-
стей. В противном случае наличие особенностей приводит к существенному (де-
сятки градусов) изменению угла за короткий (доли секунды) промежуток вре-
мени, что усложнит алгоритмы стабилизации системы управления. 
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