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Аннотация Ключевые слова 
Для решения плоских задач статики тонких стерж-
ней в случае больших перемещений и поворотов разра-
ботана конечно-элементная модель гибкого стержня, 
позволяющая реализовать метод теневого элемента. 
Деформированное состояние конечного элемента 
представлено в виде суперпозиции растяжения-
сжатия и изгиба. Каждый из двух узлов конечного 
элемента имеет три степени свободы: два линейных 
перемещения и поворот. Энергию деформаций эле-
мента вычисляли по малым относительным переме-
щениям и поворотам узлов, которые выделяли из 
полных перемещений и поворотов. Неизвестные узло-
вые перемещения определяли с помощью прямой ми-
нимизации полного потенциала модели стержня. 
Поиск минимума выполнен методом Ньютона в про-
граммном пакете Wolfram Mathematica. Разработан-
ный конечный теневой элемент протестирован на 
задачах деформирования криволинейных стержней. 
Сопоставление полученных результатов с известны-
ми решениями тех же задач с помощью дифференци-
альных уравнений подтвердило эффективность реа-
лизуемого метода. 
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На практике существуют такие конструкции, в которых происходит сильное 
изгибание стержня, хотя линейная теория упругого изгиба стержней предпола-
гает малость перемещений при изгибе по сравнению с длиной стержня и радиу-
сом его начальной кривизны. Поэтому актуальным представляется решение за-
дач по определению больших перемещений при изгибе, когда в процессе де-
формации тонкой детали сильно изменяется ее первоначальная конфигурация, 
причем перемещения при изгибе становятся соизмеримыми с длиной самой 
детали [1]. Для изучения важных особенностей поведения гибких деталей и 
возможных форм упругой линии при изгибе с большими перемещениями нель-
зя использовать обычную теорию линейного изгиба. 
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Для определения перемещений и внутренних силовых факторов разработа-
но множество методов, основанных на решении дифференциальных уравнений 
различных порядков. Однако в большинстве случаев это связано с решением 
систем нескольких десятков уравнений и таким же количеством неизвестных. 
Сложность аналитических методов и невозможность их применения на широ-
ком спектре задач влечет за собой неминуемое использование метода конечных 
элементов [1]. При использовании подходящих методов оптимизации можно 
упростить как описание самого конечного элемента, так и численные расчеты. 
Для этого разрабатывают новые технологии вычислений, которые демонстри-
руют адекватные результаты несмотря на многообразие типов конечных эле-
ментов. Так, при допущении о малости деформаций можно использовать пред-
ставление о теневом состоянии конечного элемента [2], до которого стержень 
совершает жесткое смещение, а само актуальное деформированное состояние 
считается близким к теневому. При этом перемещение узлов конструкции уста-
навливается посредством итерационного решения задачи о минимизации пол-
ного потенциала упругой системы каким-либо из методов спуска [3]. Возмож-
ность привлечения для реализации расчетных процедур вычислительной тех-
ники делает возможным применение метода конечных элементов для решения 
самых сложных задач механики деформируемых тел. 

Целью работы является реализация метода теневого элемента в задачах 
статики деформирования конструкций, его апробация и проверка при расчете 
напряженно-деформированного состояния криволинейных гибких стержней. 

Инженерные конструкции можно рассматривать как совокупность элемен-
тов, соединенных в конечном числе узловых точек. С помощью приемов строи-
тельной механики можно описывать свойства и исследовать поведение кон-
струкции при известных соотношениях между силами и перемещениями. Число 
точек связи в сплошной среде бесконечно, это и составляет основную трудность 
при получении численных решений. Введение понятия конечных элементов 
позволяет преодолеть эту трудность путем разбиения сплошного тела на от-
дельные элементы, которые взаимодействуют между собой только в узловых 
точках. Ансамбль из конечных элементов и узлов является главным объектом 
конечно-элементной модели деформируемого тела. 

В зависимости от типа конструкции и характера ее деформации конечные 
элементы (КЭ) имеют различную форму. Стержневой КЭ применяют для созда-
ния одноосного напряженного состояния при растяжении-сжатии, кручении 
или изгибе. В статье рассмотрен плоский конечный элемент, находящийся в од-
ной плоскости с действующими на него нагрузками. Каждый узел этого конеч-
ного элемента имеет три степени свободы: линейные перемещения u, v и пово-
рот . Деформированное состояние такого элемента для линейной задачи мож-
но представить в виде суперпозиции деформированных состояний растяжения-
сжатия и изгиба. 

Согласно С.Ф. Маклакову, «метод конечных элементов представляет собой 
реализацию принципа минимума полной потенциальной энергии для расчета 
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напряженно-деформированного состояния (НДС) деформируемых систем» [4]. 
Связь метода конечных элементов с процедурой минимизации позволяет при-
менять его при решении задач в различных областях техники в соответствии со 
следующим алгоритмом [4]. 

1. Разбиение соответствующей конструкции на конечное число подобластей 
(конечных элементов), имеющих общие узловые точки и в совокупности ап-
проксимирующих форму конструкции (дискретизация тела). 

2. Представление полной потенциальной энергии упругого тела как функ-
ции перемещений его узлов. 

3. Составление системы уравнений для перемещений узлов, обеспечиваю-
щих минимум полной потенциальной энергии упругого тела. 

4. Решение системы дифференциальных уравнений и определение переме-
щений узлов. 

5. Установление напряженно деформированного состояния конструкции по 
перемещениям ее узлов. 

Рассмотрим участок гибкого стержня (КЭ), представленного на рис. 1, со-
вершивший перемещение из начального недеформированного состояния (0) в 
актуальное деформированное состояние (2). 

 
Рис. 1. Теневой КЭ для прямого стержня 

Перемещения стержня описываются с помощью векторов линейных пере-
мещений центров сечений a и b ua и ub, а также углами поворотов ϑa и ϑb. Выде-
ляется близкое к состоянию (2) промежуточное состояние (1), в которое стер-
жень попал бы, если бы он не деформировался, а совершал только жесткое 
движение. Состояние (1) и (2) связывают малые деформации и, следовательно, 
малые относительные перемещения и повороты. 

Определим следующие вектор и угол поворота (рис. 2), которые позволят 
полностью установить положение КЭ в состоянии (1): 

;
2

a b
m




u uu  
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где mu  — вектор перемещения центрального сечения КЭ; m  — угол среднего 
поворота. 

 
Рис. 2. Векторы перемещений и углы поворота теневого КЭ прямого стержня 

Найдем углы малых поворотов βa и βb: 

;a a m     

.b b m     

Определим векторы малых перемещений ζa и ζb путем простых векторных 
операций:  
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   
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l l         

   
ζ u e u e  

cos
;

sin
m

m

      
e  

0
1

.
0
    
  

e  

Представим все векторы в скалярном виде: 

;a
a

a

u
v
    
  

u  
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Подставляя все в ζa и ζb, запишем эти векторы в скалярном виде: 
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Вектор обобщенных относительных перемещений z выглядит следующим 
образом: 
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2

1
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a
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 
 
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Представленные выше формулы записаны для КЭ, который в исходном со-
стоянии расположен параллельно оси x. Если ость стержня в исходном состоя-
нии отлична от прямой линии, то касательная к ней повернута относительно 
координатной оси на некоторый угол. Тогда при разбиении искривленного 
стержня на КЭ должен учитываться еще один параметр ϑ0, характеризующий 
угловое положение КЭ относительно оси x в исходном состоянии (рис. 3). Та-
ким образом, отличие в описании геометрии криволинейного стержня по срав-
нению с прямым стержнем состоит только в наличии указанного дополнитель-
ного параметра ϑ0. Учет начального поворота КЭ задавали матрицей поворота 
[R0] и несложными дополнениями предыдущих формул.   

В выражениях для малых перемещений содержатся векторы направляющих ор-
тов. Для криволинейного стержня в скалярном виде орты записывают с учетом ϑ0: 

0

0
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Рис. 3. Векторы перемещений  

и углы поворота теневого КЭ криволинейного стержня 

Тогда перемещения принимают вид 
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2
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a a b
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Матрица поворота, характеризующая исходное положение КЭ: 

 

0 0

0 0

0
0 0

0 0

cos sin 0 0 0 0
sin cos 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
.

0 0 0 cos sin 0
0 0 0 sin cos 0
0 0 0 0 0 1

  
    
 

       
   
 
  

R  (1) 

Основная особенность гибких стержней заключается в том, что осевая ли-
ния нагруженного стержня может сильно отличаться от осевой линии есте-
ственного состояния стержня, но при этом его деформации подчиняются за-
кону Гука [5]. Перемещения, возникающие при деформации стержня, столь 
малы, что его форма и размеры остаются практически неизменными. Однако в 
технике встречаются такие конструкции, в которых стержни сильно изгибают-
ся. В связи с этим весьма актуальной является задача определения больших 
перемещений при изгибе, когда в процессе изгиба тонкой детали сильно изме-
няется ее первоначальная конфигурация, причем перемещения при изгибе стано-
вятся соизмеримыми с длиной самой детали [1]. Каждый стержень в конструкции 
имеет свою ориентацию. Поэтому при расчете вводится понятие местной, или 
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локальной (связанной с осью стержня) и общей для всей конструкции систем ко-
ординат. В связи с этим возникает необходимость перехода от матрицы жестко-
сти, построенной в локальной системе координат, к матрице жесткости, опреде-
ленной в глобальной системе координат. Согласно С.С. Гаврюшину данное пре-
образование можно выполнить по следующей формуле [6]: 

т ,local              K R K R  

где   K  — матрица жесткости стержня в теневом положении; local  K  — мат-
рица жесткости в локальной системе координат;   R  — матрица поворота на 
угол ϑ0 +ϑm (записывается аналогично матрице (1)). 

Согласно принципу Лагранжа [7], полный потенциал упругой системы  
равен сумме потенциальной энергии деформаций и потенциала внешних сил: 

 П ,U V      (2) 

где U  — потенциальная энергия упругой деформации; V  — потенциал внеш-
них сил. 

Следуя работе [2], полагаем, что потенциальная энергия деформации опре-
деляется лишь относительными перемещениями и поворотами и выражается в 
следующем виде: 

т1
2

U    z K z . 

Выражение (2), с помощью которого полный потенциал системы записыва-
ется как функция перемещений, вместе с граничными условиями представляет 
собой функционал Лагранжа [7]. Из принципа возможных перемещений следу-
ет положение о стационарном значении функционала полной потенциально 
энергии системы: 

П 0.   

Координаты положения стержня известны только в исходном состоянии.  
В деформированном состоянии их можно определить из условия минимума 
полного потенциала: 

 

П 0;

П 0;

П 0,

j

j

j

u

v

 



  


 




 (3) 

где j — номер узла в дискретной модели гибкого стержня. 
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Перед применением процедуры минимизации полного потенциала необхо-
димо учесть закрепления конструкции. В задачах статики перемещения тенево-
го КЭ должны исключать перемещения нагруженной конструкции как жесткого 
целого. В этом случае разрешающая система уравнений после учета граничных 
условий будет иметь единственное решение. Учет граничных условий осуществ-
ляется путем исключения нулевых степеней свободы u, v или  для того узла, на 
который наложены связи.  

Для решения уравнений (3) используется итерационный метод Ньютона [3]. 
На каждом шаге по предыдущему известному приближению 1ix   находят сле-
дующее еще более точное значение: 

1 ,i i ix x a   

где ia  — поправка к предыдущему решению. 
Чтобы определить поправки, нелинейная система уравнений заменяется 

линейной системой, решения которой и являются поправками .ia  Для опреде-
ления поправок необходимо решать систему линейных уравнений столько раз, 
сколько требуется итераций для обеспечения необходимой точности определе-
ния искомых величин. 

В процессе решения настоящей задачи поиск минимума был реализован с 
помощью встроенной в Wolfram Mathematica функции FindMinimum с задан-
ной точностью. Особенности процедуры проиллюстрированы в работе [8]. 

Апробацию метода теневого конечного элемента и его проверка при расче-
те напряженно-деформированного состояния гибких стержней проводили на 
основе сопоставления результатов с известными решениями ряда задач дефор-
мирования криволинейных стержней, описанных в работе [9]. Заметим, что в 
данной книге все задачи решены для нерастяжимого стержня, но в обычном 
МКЭ стержень нерастяжимым сделать нельзя, поэтому учет нерастяжимости 
был приближенно выполнен фиктивным увеличением площади поперечного 
сечения стержня. Тестирование выполняли на нескольких задачах, в данной 
статье представлены две из них.  

В первой задаче рассмотрен прямой консольно закрепленный гибкий стер-
жень (рис. 4) длинной L и постоянной изгибной жесткости EI. Произведено 
нагружение поперечной силой P трех безразмерных значений: 1  1,9;P   

2  6,28;P   3  50.P   Обезразмеривание выполнено аналогично работе [6], т. е. 
2 /( ).P PL EI  

Балка разбита на n = 40 конечных элементов, так как этого достаточно для 
достижения требуемой точности решения и получения визуально гладких ли-
ний (ломаная линия выглядит как гладкая кривая). Внешняя сила учтена в по-
тенциале внешних сил: 
 1,nV Pv    (4) 

где 1n  — перемещение крайнего узла стержня в направлении оси y. 
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Для минимизации полного потенциала заданы следующие граничные условия: 

1 1 10;  0;  0,u       

где индекс 1 соответствует первому узлу стержня. 
В ходе решения с помощью встроенной в Wolfram Mathematica процедуры 

FindMinimum получены перемещения узлов конструкции. На рис. 4, а показаны 
конфигурации деформированного стержня. 

 

 

а б 

Рис. 4. Конфигурации деформированного прямого стержня:  
a — полученное решение; б — известное решение [6] 

 
Сравнение полученных результатов с данными работы [6] подтверждает, 

что значения перемещений практически совпадают с решением дифференци-
альных уравнений гибкого стержня (рис. 4, а, б). 

Во второй задаче рассмотрен стержень с изломом оси, который состоит из 
двух прямолинейных стержней равной длины (рис. 5). Общая длина двух стерж-
ней равна L, изгибная жесткость EI. Для нагружения стержня приняты следую-
щие безразмерные значения силы: 1  0,3;P   2 = 0,72;P  3  3,36;P   4  13,24;P   

5 0,39;P    6 9,03.P    Осевая линия была задана следующим образом: 

1( ) 0, ;
2
Lx s s   

1( ) , ;
2
Ly s s s    

2( ) , ;
2
Lx s s s   

( ) , .2 2 2
L Ly s s    
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Весь стержень был разбит на 100 КЭ. Внешняя сила учтена в потенциале 
внешних сил по формуле (4), а граничные условия аналогичны условиям 
предыдущей задачи. С помощью процедуры FindMinimum получены перемеще-
ния узлов данной конструкции — на рис. 5, а приведены конфигурации дефор-
мированного стержня с изломом оси при различных нагрузках. 

 

 
                    а                                                                                          б 

Рис. 5. Конфигурации деформированного стержня с изломом оси:  
a — полученное решение; б — известное решение [9] 

 
Идентичность полученных результатов с данными работы [9], показанными 

на рис. 5, б, свидетельствует об обеспечении требуемой точности расчета НДС 
криволинейных гибких стержней методом теневого КЭ. 

Выводы. С использованием метода теневого КЭ разработана конечно-
элементная модель гибкого стержня для решения плоских задач статики маши-
ностроительных конструкций. Сопоставление полученных результатов с из-
вестными решениями дифференциальных уравнений подтвердило эффектив-
ность реализуемого метода и перспективность его применения для решения 
сложных геометрически нелинейных задач упругого деформирования стержней 
в плоскости действия внешних сил. 
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Abstract Keywords 
The paper is concerned with the a finite element model of a 
flexible rod solving flat problems of statics of thin rods in 
the case of large displacements and rotations which allows 
to implement the shadow element method. The deformed 
state of the final element is represented as a superposition 
of tension-compression and bending. Each of the two nodes 
of the finite element has three degrees of freedom: two 
linear displacements and rotation. The authors calculated 
the energy of deformations of the element by small relative 
displacements and rotations of the nodes, which were 
separated from full displacements and rotations. Unknown 
nodal displacements were determined using direct minimi-
zation of the full potential of the rod model. In this paper, 
the authors used the Newton method in the Wolfram 
Mathematic software package to the search for the mini-
mum. The developed final shadow element is tested on the 
tasks of deforming curvilinear rods. In conclusion, the 
paper points out that the comparison of the obtained re-
sults with known solutions of the same problems using 
differential equations confirmed the effectiveness of the 
method being implemented. 
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