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Аннотация Ключевые слова 
На основе метода цепей Маркова представлено 
обобщение классической гомогенной модели SIR на 
случай пространственного неоднородного распреде-
ления индивидов (гетерогенная модель). Состояние 
каждого индивида определяется вероятностями 
нахождения в трех группах модели SIR. Учитывает-
ся снижение интенсивности инфицирования при 
увеличении расстояния между индивидами, учиты-
вается характерное время вырождения вируса внут-
ри индивида. Представлены результаты численного 
моделирования развития инфекционных заболеваний 
для различных способов размещения восприимчивых 
и инфицированных индивидов. На основе численного 
моделирования показано принципиальное различие в 
сценариях развития эпидемии для гомогенной и гете-
рогенной моделей. 
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Введение. В настоящее время в научной литературе существенно возрос инте-
рес к моделированию эпидемий инфекционных заболеваний [1–4]. Это связано 
с появлением новых вирусных инфекций [5–7], поражающих существенную 
массу населения, и возрождением опасных «старых» вирусных инфекций, таких 
как чума, сибирская язва, лихорадка Эбола, заканчивающихся, как правило, ле-
тальным исходом [8]. Целью данного обзора не является отражение всех совре-
менных направлений моделирования развития эпидемий. Укажем только рабо-
ты, иллюстрирующие основные тенденции в математическом исследовании ди-
намики распространения инфекционных заболеваний.      

Простейшая математическая модель, описывающая развитие эпидемии, была 
предложена почти 100 лет назад в работе [9]. Это трехстадийная гомогенная модель 
SIR, в которой восприимчивые к инфекции индивиды S (susceptible) в результате 
заражения переходят в класс инфицированных I (infected), в последующем инфи-
цированные могут восстановится с иммунитетом или умереть R (recovered or dead). 
Модель построена по аналогии с теорией гомогенных химических реакций. Пред-
полагается, что интенсивность инфицирования не зависит от расстояния между 
индивидами схема классической модели SIR представлена на рис. 1.  
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В литературе на основе модели SIR строятся более сложные сценарии раз-
вития эпидемии, учитывающие латентный период, конечность времени нахож-
дения индивидов в стадии иммунитета и др. [10]. Внимание также уделяется 
изучению влияния вакцинации и специальных мер, например оповещения 
населения об эпидемии с целью снижения уровня эпидемиологической опасно-
сти [11]. В дальнейшем будем говорить о состояниях одного индивида: воспри-
имчивом, инфицированном и состоянии тяжелого заболевания, однако в тексте 
оставим привычную аббревиатуру SIR.  

В настоящее время простейшая гомогенная модель развития эпидемии 
нуждается в существенных уточнениях. В частности, необходимо учитывать, что 
индивид не может с вероятностью либо ноль, либо единица находиться в строго 
определенном состоянии модели SIR. В зависимости от уровня развития вируса 
внутри индивида можно говорить лишь о вероятности нахождения индивида в 
различных состояниях: восприимчивом, инфицированном или в стадии тяже-
лого заболевания. 

Необходимость развития гетерогенных моделей, в которых учитывается 
неоднородность распределения индивидов в пространстве, а также зависимость 
вероятности инфицирования от относительного расстояния между индивида-
ми, обусловлена, в частности, миграцией больших масс населения. Мигранты из 
стран с высоким уровнем инфицирования опасными заболеваниями могут вы-
зывать в странах Европы локальные очаги эпидемии, которые способны пора-
жать широкие массы коренного населения. 

В работе в рамках модели SIR развивается гетерогенный подход, на основе 
которого исследуются эффекты неоднородного распределения индивидов, не-
локальный характер переноса инфекции и эффект ослабления интенсивности 
инфицирования при увеличении расстояния между индивидами. 

На основе результатов расчетов иллюстрируются принципиальные разли-
чия между гомогенной и гетерогенной моделями. 

Гетерогенная модель SIR. Смоделируем процесс развития инфекции с точ-
ки зрения состояния каждого индивида в популяции численностью 0 .N  Три 
состояния модели SIR опишем как цепь Маркова. В этом случае вероятность 
индивида находиться в одном из трех возможных состояниях модели SIR пред-
ставляем системой уравнений 

 
Рис. 1. Схема модели SIR  
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Здесь   ( ) ( ) ( ), ,S I RP P P  — вероятности нахождения индивида  в одном из трех 
состояниях модели; ( )  — величина, обратная характерному времени «жизни» 
вируса внутри индивида; ( )  — характерная скорость передачи вируса инди-
виду  вследствие его контакта с инфицированными индивидами в популяции.  

Считаем, что интенсивность передачи инфекции снижается с увеличением 
расстояния между индивидами:  
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Здесь ( )
0  — некоторая постоянная, зависящая от типа вируса, особенностей 

общения индивидов;  ( ) ( ),X X  — координаты расположения индивидов; 0L  — 
характерное расстояние инфицирования. В дальнейшем считаем индивидов в 
популяции неподвижными:     ( )

0const, 1, , .NX  
Согласно начальным условиям, вероятности нахождения индивида в состо-

яниях модели SIR удовлетворяют условию нормировки  

     ( ) ( ) ( )(0) (0) (0) 1.S I RP P P  

Как видно из системы  (1), условие нормировки сохраняется в любой мо-
мент времени:  

     ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1.S I RP t P t P t  (2) 

Введем средние значения числа восприимчивых, инфицированных и тяже-
ло больных в популяции:  

 




0

( )

1
( ) ( );

N

SS t P t    




0

( )

1
( ) ( );

N

II t P t    




0

( )

1
( ) ( ).

N

RR t P t  (3) 

Классическая модель SIR. Покажем, что из уравнений (1) – (3) при некото-
рых упрощающих предположениях следуют уравнения традиционной модели. 
Просуммируем уравнения системы (1) по числу индивидов в популяции, считая 
характерные скорости инфицирования и жизни вируса постоянными величи-
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нами:    ( )
0 const,     ( )

0 const .  Для большого числа членов популя-
ции 0 1N  получим уравнения классической модели: 
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Из системы уравнений (4), определения (3) и условия нормировки (2) выте-
кает условие постоянства общей численности популяции:  

    0( ) ( ) ( ) .S t I t R t N  

В классической модели сохранение общей численности является принци-
пиальным. Отметим, что в рассматриваемой модели не требуется постоянство 
общей численности, а это существенно увеличивает область применения разви-
той негомогенной модели.  

В гомогенной модели существует критическое значение начальной числен-
ности инфицированных. Уравнение для числа инфицированных в системе (4) 
можно переписать в виде  
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Из этого уравнения видно, что существует критическое значение начальной 
численности восприимчивых   cr 0 0 ,S  превышение которого приводит к 
качественному изменению развития эпидемии. При 0 crS S  наступает пандемия 
и большая часть популяции погибает даже при очень малом начальном числе 
инфицированных 0 0 .I N  При 0 crS S  популяция выживает даже при доста-
точно большом начальном числе инфицированных 0 0 .I N  

В случае гетерогенной модели сценарии развития эпидемии существенно 
отличаются от предсказаний по гомогенной модели SIR. Проиллюстрируем ка-
чественное различие между моделями с помощью результатов расчетов.  

Результаты расчетов. Вначале приведем результаты численного моделиро-
вания развития эпидемии по классической модели SIR. Во всех расчетах общая 
численность популяции была принята постоянной: 0 200.N  Вероятность 
найти индивида в состоянии заболевания в начальный момент времени нуле-
вая. Варьируется расположение индивидов на плоскости, начальное число ин-
фицированных, характерные скорости инфицирования 0  и гибели вируса 0 ,  
характерное расстояние инфицирования 0 1.L  
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На рис. 2, 4, 7, 10, характеризующих динамику развития эпидемии в попу-
ляции, приведены относительные доли восприимчивых, инфицированных и 
заболевших:  
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На рис. 2 показано изменение доли восприимчивых, инфицированных и за-
болевших при значениях параметров     3

0 06 10 , 0,1 и одном первона-
чально инфицированном индивиде. Видно, что развивается пандемия и вся по-
пуляция переходит в состояние тяжелого заболевания. 

Далее приведем результаты расчетов по гетерогенной модели. Вначале про-
иллюстрируем влияние расположения популяции в пространстве, считая 
начальные вероятности восприимчивых и инфицированных равными единице:  

     ( ) 1, 1, ,S SP N  и       ( )
01, 1,  ,  .I SP N N  

На рис. 3 показано распределение восприимчивых 0 190S  и инфициро-
ванных 0 10I  на плоскости. Мы моделируем состояние каждого индивида. Для 
иллюстрации выбираем трех представителей популяции, обозначенных на рис. 2 
буквами   , , .  

 

  
Рис. 2. Динамика изменения доли вос-
приимчивых, инфицированных и забо-

левших по гомогенной модели 

Рис. 3. Расположение восприимчивых (зе-
леные кружки) и инфицированных (крас-

ные кружки) 

Вследствие неодинакового расположения первоначально восприимчивых 
индивидов в популяции динамика изменения их параметров состояния различ-
на. На рис. 4 представлено изменение вероятности состояний трех индивидов, 
различающихся расположением в популяции. Начальная вероятность всех трех 

    ( ) ( ) ( )(0) (0) (0) 1.S S SP P P  По мере развития эпидемии параметры этих инди-
видов изменяются по различным сценариям (рис. 4, а–в). Минимальная веро-
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ятность заболевания — у индивида , расположенного на периферии популя-
ции. Максимальная вероятность — у индивида , расположенного вблизи груп-
пы инфицированных, которые приводят к интенсивному заражению окружаю-
щих первоначально восприимчивых индивидов. 

 

  
a б 

  

в г 

Рис. 4. Изменение параметров по мере развития эпидемии: 
а–в — динамика изменения параметров трех первоначально восприимчивых индивидов, пока-

занных на рис. 3; г — суммарные доли в популяции восприимчивых, инфицированных и тяжело 
заболевших в результате прошедшей эпидемии 

 
Рис. 4, г иллюстрирует средние зна-

чения восприимчивых, инфицирован-
ных и заболевших по всей популяции в 
результате эпидемии. Отметим, что рас-
четы, выполненные по гомогенной мо-
дели SIR, приводят к быстрому вырож-
дению всей популяции. 

На рис. 5 представлено расположе-
ние популяции, в которой половина ин-
дивидов находится в состоянии инфици-
рования. Восприимчивые с вероятно-
стью единица и инфицированные с веро-

 
Рис. 5. Расположение популяции с 
большим числом инфицированных  
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ятностью единица равномерно распределены в области. В результате эпидемии 
индивиды, расположенные в центре популяции, переходят в тяжелую форму за-
болевания (рис. 6, а). Сравнительно легкая форма заболевания наблюдается толь-
ко у индивидов, находящихся на периферии популяции (рис. 6, б). В отличие от 
гомогенной модели суммарная доля индивидов с тяжелой формой заболевания 
заметно меньше единицы (рис. 7).  

Приведем результаты моделирования распространения эпидемии в случае 
двух выделенных локальных областей восприимчивых с вероятность единица и 
инфицированных с вероятностью единица (рис. 8).  

 

 

а 
 

 

б 
Рис. 6. Динамика изменения параметров двух индивидов, выделенных на рис. 5 

  

Рис. 7. Среднее значение параметров по-
пуляции с большим числом инфициро-

ванных 

Рис. 8. Расположение двух областей сосре-
доточения полностью инфицированных и 

восприимчивых 

В этом случае также наблюдается существенное отличие в состоянии индиви-
дов после прохождения эпидемии. На рис. 9 виден парадоксальный результат. 
Наименее пострадавшим будет индивид , который близок к границе между вос-
приимчивыми и инфицированными. Для индивида  в центре первоначально 
абсолютно восприимчивых наблюдается тяжелая форма заболевания. Выявлен-
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ное аномальное поведение параметров двух индивидов объясняется быстрым 
вырождением вируса у первоначально инфицированных и возникновением вто-
рой волны эпидемии, которая распространяется в основной массе восприимчи-
вых. Для индивида  видно характерное время задержки развития эпидемии, ко-
торое связано с распространением волны инфицирования.  

 

  
Рис. 9. Состояние в результате эпидемии двух индивидов, выделенных на рис. 8  

Волнообразный характер развития эпидемии подтверждается также рис. 10. 
Видно, что на начальной стадии число инфицированных снижается в результате 
«вымирания» вируса внутри индивидов. Впоследствии нарастает волна инфици-
рованных в области сосредоточения первоначально восприимчивых индивидов. 
В отличие от гомогенной модели в рассматриваемом случае доля индивидов с тя-
желой формой заболевания заметно меньше единицы.  

 

  

Рис. 10. Средние значения восприимчи-
вых, инфицированных и заболевших в 

случае разделенных областей 

Рис. 11. Расположение популяции со слу-
чайным распределением начальных вероят-
ностей восприимчивых и инфицированных 

Рассмотрим результаты моделирования развития эпидемии для случайного 
распределения начальных вероятностей восприимчивого и инфицированного 
состояний для каждого индивида. Схема распределения индивидов на плоско-
сти и рассматриваемые индивиды показаны на рис. 11. В этом случае, как видно 
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из рис. 12, наименьшая вероятность тяжелого заболевания у индивида , кото-
рый находится на периферии популяции. Индивид , расположенный в центре 
популяции, имеет высокую вероятность получить тяжелую форму заболевания.  

 

  
Рис. 12. Развитие инфекционного заболевания для двух индивидов,  

указанных на рис. 11 

Выводы. В работе впервые предложена гетерогенная модель развития эпи-
демии, в которой учитывается вероятность нахождения каждого индивида в 
трех возможных состояниях: восприимчивом, инфицированном или состоянии 
тяжелой формы заболевания. Учитывается конечное время «жизни» вируса 
внутри индивида и зависимость скорости инфицирования от относительного 
расстояния между индивидами. Представлена система уравнений цепи Маркова 
для вероятности нахождения индивида в трех возможных состояниях.  

Показано, что с рядом упрощающих предположений предложенная гетеро-
генная модель переходит в классическую гомогенную модель SIR. Установлено 
качественное отличие предложенной модели от классической гомогенной моде-
ли SIR. Методом численного моделирования исследовано влияние расположе-
ния восприимчивых и инфицированных индивидов, первоначальная доля ин-
фицированных индивидов на развитие эпидемии. Иллюстрируется динамика 
развития инфекционного заболевания для выбранных индивидов в зависимо-
сти от их расположения в популяции. Показана возможность волнового меха-
низма развития эпидемии в системе разделенных в пространстве групп воспри-
имчивых и инфицированных индивидов. 
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