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Аннотация Ключевые слова 
Математическую модель однозвенного или много-
звенного сферического маятника можно использо-
вать в качестве модели, описывающей динамику 
одного или связанной группы суставов человека. В 
зависимости от постановки практической задачи 
сферический маятник можно рассматривать как с 
математической, так и с физической точки зре-
ния, причем последняя является более адекватной 
моделью сустава человека, а следовательно, возни-
кает необходимость в разработке соответству-
ющих математических моделей. В работе описан 
процесс построения математических моделей 
сферического маятника в сферической системе 
координат как для математического, так и для 
физического случая. В каждом случае системы 
рассматриваются как при отсутствии диссипа-
тивных сил, так и при их наличии. Численное 
моделирование систем реализуется явным одноша-
говым методом Рунге-Кутты 4-го порядка. 
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Введение. Сферический маятник — это нелинейная динамическая система, ко-
торую можно использовать в качестве математической модели, описывающей 
движение одного сустава, групп суставов (многозвенный сферический маятник) 
человека или, например, в качестве математической модели в задачах управле-
ния позой человека [1, 2]. Сферический маятник, по аналогии с плоским маят-
ником, можно рассматривать как с математической, так и с физической точки 
зрения. Математический сферический маятник, кинематическая схема которого 
представлена на рис. 1, а, состоит из материальной точки массой mт, прикреп-
ленной к условной точке подвеса невесомым стержнем длиной l [3,5]. Физиче-
ский сферический маятник, кинематическая схема которого представлена на 
рис. 1, б, состоит из шара радиусом r массой mb, стержня длиной l и массой ml, 
прикрепленного к условной точке подвеса O [5, 6].  
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а б 

Рис. 1. Кинематические схемы сферического маятника 
а — математический; б — физический  

Описание математической модели физического и математического сфери-
ческих маятников может быть получено как в сферической, так и в декартовой 
системе координат. В сферической системе координат положение центра масс 
(физический случай) или материальной точки (математический случай) опре-
деляется двумя углами: θ — углом между осью z и направлением радиус-
вектора l; i — углом между осью x и проекцией стержня на плоскость XY. Со-
отношения между координатами в сферической и декартовой системе коор-
динат следующие: 

 

sin cos ;

sin sin ;

cos .

x l

y l

z l

 = θ i
 = θ i


= θ

 (1) 

В данной работе описывается получение математической модели мате-
матического и физического сферических маятников в сферической системе 
координат, для случаев без и с учетом диссипативных сил. Для полученных 
математических моделей реализуется численное моделирование одним  
из численных методов решения задачи Коши — методом Рунге-Кутты 4-го 
порядка [7, 8]. В заключении приводятся результаты численного моделиро-
вания.  

Математический сферический маятник. Для получения математической 
модели однозвенного математического сферического маятника воспользуемся 
уравнениями Лагранжа 2-го рода [9, 10], для которых в качестве обобщенных 
координат выберем углы θ и i, в результате чего получится система из двух 
дифференциальных уравнений, которая имеет следующий вид: 



Математическое моделирование однозвенного сферического маятника в сферической … 

Политехнический молодежный журнал. 2019. № 09 3 

 
;

,

d L L u
dt
d L L u
dt

θ

ϕ

 ∂ ∂  , =   ∂θ∂θ  
  ∂ ∂ , =  ∂ϕ ∂ϕ 





 (2) 

где ,u uθ ϕ  — управляющие воздействия по координатам θ и i соответственно. 
Лагранжиан L представляет собой разность кинетической и потенциальной 
энергии: 
 .L T U= −  (3) 

Кинетическая энергия T и потенциальная энергия U определяются следую-
щим образом: 

 
2 2 2 2 21 1 ( sin );

2 2
cos .

T mv ml

U mgl

= = θ + i θ

= θ





 (4) 

После подстановки соотношений для кинетической и потенциальной энер-
гий в лагранжиан, а затем в систему уравнений (2) получим следующую систему 
из двух дифференциальных уравнений, описывающую динамику однозвенного 
математического сферического маятника в сферической системе координат: 

 

2
2

2 2

1 cos sin sin ;

1 cos2 .
sinsin

mgu
lml

u
ml

θ

i

θ = + i θ θ + θ
 θi = − iθ
 θθ







 

 (5) 

Для решения задачи численного моделирования системы [7, 8], описание 
системы (5) необходимо получить в форме Коши, для этого выполним следую-
щую замену переменных: 

 

1

2

3

4

,

x
x
x
x

= θ 
 = θ =  = ϕ
 

= ϕ  

x




 (6) 

где x  — вектор состояния системы, а динамика системы описывается с помо-
щью четырех дифференциальных уравнений первого порядка: 

 

2

2
4 1 1 12

4

1
2 42 2

11

1 cos sin sin
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Математическая модель, заданная системой уравнений (5), получена без 
учета диссипативных сил. Для учета диссипации введем диссипативную функ-
цию Релея [9], которая в сферической системе координат записывается в сле-
дующем виде: 

 ( )2 2
1 2

1 ,
2

R = µ θ + µ ϕ

  (8) 

где 1 2,µ µ  — коэффициенты демпфирования, которые с учетом предположения 
о том, что система изотропна можно принять равными между собой: 1 2 .µ = µ = µ  
Система уравнений (2) с учетом диссипации примет вид 

 
;

.

d L L R u
dt
d L L R u
dt

θ

ϕ

 ∂ ∂ ∂  − + =   ∂θ∂θ ∂θ  
  ∂ ∂ ∂ − + =  ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ 

 

 

  

При наличии диссипативных сил выражения для кинетической и потенциаль-
ной энергий, а также сам лагранжиан остаются такими же, как и ранее, но к каждо-
му из дифференциальных уравнений (5) добавляется дополнительное слагаемое. В 
результате преобразований получим систему из двух дифференциальных уравне-
ний, описывающих динамику однозвенного математического сферического маят-
ника в сферической системе координат при наличии диссипативных сил: 

 

2
2 2

2 2 2 2
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sinsin sin

mgu
lml ml

u
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θ

i
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



  

  

Описание полученной системы в форме Коши формируется с таким же век-
тором состояния x , как и ранее, и имеет следующий вид: 
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Физический сферический маятник. Получим математическую модель для 
физического сферического маятника аналогично рассмотренному ранее случаю 
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математического сферического маятника. В случае физического сферического 
маятника модель будет описывать движение не материальной точки, а движе-
ние центра масс всей системы, вследствие чего выражения для кинетической и 
потенциальной энергии изменятся. Для физического сферического маятника 
кинетическая энергия равна сумме кинетической энергии поступательного и 
вращательного движений: 

 2 21 1 ,
2 2

T mv J= + v   

где l bm m m= +  — суммарная масса системы; v  — линейная скорость центра 
масс; J — момент инерции; v — угловая скорость относительно оси, проходя-
щей через центр масс. Кинетическая энергия поступательного движения в сфе-
рической системе координат записывается в виде 

 
2

2 2 2 21 ( sin ),
2 2 c

mv mr= θ + i θ

    

где cr  — радиус-вектор, соединяющий точку отсчета с центром масс системы, 
который определяется по соотношению 

 
2 ( )

.
2( )
l b

c
l b

m l m r l
r

m m
+ +

=
+

  

Момент инерции по теореме Штейнера — Гюйгенса равен сумме момента 
инерции тела относительно оси, проходящей через центр масс параллельно 
рассматриваемой оси, и произведения массы тела на квадрат расстояния меж-
ду осями: 

 
2

2( ) .
3
l

b
m l

J m r l= + +   

С учетом того что квадрат угловой скорости 2 2 2,ω = ϕ + θ  полное выраже-
ние для кинетической энергии можно записать в следующем виде: 

 
2

2 2 2 2 2 2 21 ( sin ) ( ) ( ) .
2 3

l
c b

m l
T mr m r l

  
= θ + i θ + + + i + θ      

 

    

Выражение для потенциальной энергии записывается в следующем виде: 

 cos .cU mgr= θ   

После подстановки выражений для кинетической и потенциальной энергий 
в лагранжиан и систему уравнений (2) получим систему из двух дифференци-
альных уравнений второго порядка, описывающих динамику физического сфе-
рического маятника в сферической системе координат: 
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2 2

2
2 2

2

2
2 2 2
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;

( )
3

sin cos
.

sin ( )
3

c c

l
c b

c

l
c b

u mr mgr
m l

mr m r l

u mr

m l
mr m r l

θ

i

 + i θ θ + θ
θ =

 + + +
 − iθ⋅ θ θi =

θ + + +









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 (9) 

Описание полученной системы в форме Коши формируется с таким же век-
тором состояния, как и ранее, и имеет следующий вид: 

 

2
2 2

4 1 1 1
2

2 2

4
2

4 2 1 1
2

2 2 2
1

sin cos sin
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3( , , ) .
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c c
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mr x x x mgr x u

m l
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θ
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 
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 

, 
 
 + + +  

x f x u t   

Математическая модель, заданная системой уравнений (9), получена без 
учета диссипативных сил. Для учета диссипации введем диссипативную функ-
цию Рэлея, соответствующую уравнению (8). Аналогично рассмотренному ранее 
подходу, получим систему дифференциальных уравнений, описывающих дина-
мику физического сферического маятника с учетом диссипативных сил:  

 

2 2

2
2 2

2

2
2 2 2

sin cos sin
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3
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.
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3

c c
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

 
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Описание полученной системы в форме Коши формируется с таким же век-
тором состояния x , как и ранее, и имеет следующий вид: 
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θ
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 
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Численное моделирование системы. Моделирование полученных матема-
тических моделей реализуется явным одношаговым методом Рунге-Кутты 4-го 
порядка [7, 8]. В этом методе после инициализации начальных условий 

0 0( )x x t=  на каждой итерации вычисляются коэффициенты: 

 

1

2 1

3 2

4 3

( , );
( 0,5 , 0,5 );
( 0,5 , 0,5 );
( , ),

k k

k k

k k

k k

K f x t
K f x hK t h
K f x hK t h
K f x hK t h

=
= + +
= + +
= + +

  

а затем и решение: 

 1 1 2 3 4( 2 2 ).
6k k
hx x K K K K+ = + + + +   

Числовые значения параметров модели представлены ниже: 
 

Масса маятника mт, кг ..................................................................................................................... 10 
Масса шара mb, кг ............................................................................................................................. 9,9 
Масса стержня ml, кг ....................................................................................................................... 0,1 
Радиус шара r, м ............................................................................................................................... 0,1 
Длина стержня l, м (математический маятник) .......................................................................... 1 
Длина стержня l, м (физический маятник) ............................................................................... 0,9 
Управляющее воздействие по углу θ, Н ........................................................................................ 0 
Управляющее воздействие по углу i, Н ........................................................................................ 0 
Коэффициент демпфирования µ, Дж ⋅ с2/м2 ........................................................................... 0,16 

 
Для моделирования системы без диссипации с учетом систем уравнений (7) 

и (9) коэффициент демпфирования µ следует задавать равным нулю, а при 
наличии диссипации — соответствующему значению, приведенному выше. 
Ускорение свободного падения зависит от географических широты и высоты 
над уровнем моря в соответствии со следующим соотношением (для Москвы 
широта составляет 55,7522 ° , а высота — 144 м) [11]: 

 2 29,780327 (1 0,0053024 sin 0,000006 sin 2 0,000003086 ).g h= + i , i ,   

Для того чтобы движение сферического маятника было пространственным 
и влияние диссипации в системе иллюстрировалось более явно, начальные 
условия приняты следующими (с ненулевыми начальными значениями обеих 
угловых скоростей): 

 

(0) 4
3

(0) 0,1 .
(0) 5

4
(0) 0,8

π θ = , 
 θ = 

π ϕ = 
 ϕ = 




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Результаты моделирования математической модели математического сфе-
рического маятника без диссипации и с диссипацией представлены на рис. 2,  
а и б. Отчетливо видно, что на рис. 2, б проявляется затухающий характер коле-
баний, совершаемых сферическим маятником, а на рис. 2, а отчетливо виден 
процесс пространственных гармонических колебаний. 

 

а 

 
б 

Рис. 2. Результаты моделирования математического сферического маятника 
а — без диссипации; б — с диссипацией 

 

Результаты моделирования для математической модели физического сфе-
рического маятника без диссипации и с диссипацией представлены на рис. 3, а  
и б. Отметим, что на рис. 3, б для модели с учетом диссипативного движения 
отчетливо заметно уменьшение амплитуды (процесс затухания) колебаний, а на 
рис. 3, а без диссипации затухания колебаний не происходит.  

Для удобства построения графиков полученные результаты численного ре-
шения задачи Коши (углы θ и i) преобразованы в координаты центра шара и/или 
центра масс в декартову систему координат согласно системе уравнений (1). 
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а 

 
б 

Рис. 3. Результаты моделирования физического сферического маятника 
а — без диссипации; б — с диссипацией 

Выводы. В работе рассмотрен процесс получения математических моделей, 
описывающих динамику математического и физического сферических маятни-
ков в сферической системе координат с учетом диссипативных сил, так и без их 
учета. Проведено моделирование указанных нелинейных моделей, которое под-
твердило адекватность полученных математических моделей.  
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Abstract Keywords 
Mathematical model of the n-link spherical pendulum 
could be used as a mathematical model of a single or a 
n-link human joint. Depending on practical problem 
formulation spherical pendulum could be considered as 
mathematical pendulum or as physical pendulum, 
where the last one is the more adequate model of a 
human joint. Consequently, the derivation of such 
mathematical models is required. In this paper the 
derivation of mathematical model of the mathematical 
and the physical single-joint spherical pendulum in 
spherical coordinate system is shown. Two cases are 
considered for both systems: without and with dissipa-
tion. Numerical simulation is realized utilizing explicit 
Runge-Kutta 4-th order method. 
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