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В 1952 г. Л.В. Радушкевич и В.М. Лукьянович опубликовали снимки трубок из угле-
рода диаметром приблизительно 50 нм [1]. Лишь в 1991 г. после изучения осадка, 
образующегося на катоде при распылении графита в электрической дуге, японским 
исследователем Иджима, углеродные нанотрубки привлекли внимание ученых [2].  

Эксперименты показали, что углеродные нанотрубки обладают уникальны-
ми электрическими [3–6], термическими [3, 7] и механическими свойствами [8–
12], а также предел прочности  в 20 раз больше, чем у стали [8], и модуль Юнга 
порядка терапаскаль [9]. Установлены высокие значения плотности тока [12] и 
очень высокие сопротивления электромиграционной деградации нанотрубок 
[13], благодаря этому они могут заменить металлы подобные алюминию и меди 
в интегральных схемах [12, 14, 15].  

Экспериментально изучить свойства нанотрубок затруднительно ввиду их 
малых размеров. Однако использование молекулярных динамических симуля-
ций, которое является мощным и полезным инструментом изучения углерод-
ных нанотрубок в различных приложениях, помогает решить эту проблему [17, 
18]. Другим методом, позволяющим изучать свойства нанотрубок, является ме-
тод сильно связанных электронов. Данный метод используется в основном для 
моделирования и изучения электронных свойств наноструктур на основе гра-
фена, а точнее их зонной структуры. Связано это с тем, что для получения зон-
ной структуры исследуемой нанотрубки необходимо, в первую очередь, создать 
модель дисперсионного соотношения для энергии графена. Решать обозначен-
ную задачу будем с помощью метода сильно связанных электронов. 
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Структура графена и нанотрубки. Графен (графитовый слой) — это плоскость, 
сформированная атомами углерода, которые, благодаря ковалентной связи 
между ними, формируют шестиугольную решетку (рис. 1). Длина ковалентной 
связи между двумя атомами 0a  составляет от 0, 142 до 0, 144 нм. Графитовый 
слой рассматривается как решетка, сформированный элементарными ячейками 
двух соседних атомов «А» и «Б», повторяющихся в направлении базисных век-
торов 


1a и 2a


 

 

 
Рис. 1. Графитовый слой в виде решетки элементарных ячеек, состоящих двух атомов: 

А — левый атом углерода элементарной ячейки; Б — правый атом углерода элементарной ячейки; 

0a  — длина ковалентной связи между двумя атомами углерода; 1a


 и 2a


 — базисные вектора,  
            указывающее направления повторяющихся атомов «А» или «Б» элементарных ячеек 

 
 

 

  

  

0 0
1

0 0
2

3 3 ;
2 2

3 3 .
2 2

a aa i j

a aa i j
 (1) 

Позиция любой элементарной ячейки 

R  на шестиугольной решетке может 

быть описана с помощью целых чисел m  и n : 

   
  

1 2 .R m a n a  (2) 

Углеродными нанотрубами называют протяженные цилиндрические струк-
туры, состоящие  из свернутых гексагональных сеток с атомами углерода в уз-
лах, полученных при сворачивании слоя графена без шва.  

Нанотрубки могут быть разделены на одностенные, полученные путем свора-
чивания только одного слоя графита (SWCNT), или многостенные, представляю-
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щие собой систему находящихся внутри одностенной нанотрубки нескольких дру-
гих, но меньших по размеру нанотрубок (MWCNT).Отметим также, что нанотруб-
ки имеют диаметр от 0,4 до 100 нм, длину — от 1 мк до 1 мм [15]. Направления сво-
рачивания графитового слоя определяются вектором хиральности 


hC  [17]: 

  
  

1 2 ,hC ma na   (3) 

где m  и n  — количество элементарных ячеек нанотрубки в направлениях век-
торов 


1a  и 


2a . 

В соответствии с вектором хиральности 


hC , нанотрубки могут быть ахи-
ральными (симморфными) или хиральными (несимморфными) [12]. При этом 
только два типа нанотрубок можно назвать ахиральными — «кресло» (armchair) 
и «зигзаг» (zigzag) (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Ахиральные (а — «кресло», б — «зигзаг») и хиральные (в) нанотрубки 

Углеродные нанотрубками типа «кресло» называют такие нанотрубки, в ко-
торых хиральный вектор 


hC  параллелен оси X , а поэтому угол   между хи-

ральным вектором 


hC  и вектором 


1a  составляет 30  и m n .  
Углеродные нанотрубки типа «зигзаг» — это такие нанотрубки, в которых 

хиральный вектор 


hC  параллелен оси Y , но из-за гексагональной симметрии 
шестиугольной решетки угол   между хиральным вектором 


hC  и вектором 


1a  

составляет 0 , m  представляет собой любое положительное целое число, в то 
время как  0n . 

Для хиральных нанотрубок угол   принимает любые значения, за исключе-
нием 0  и 30 . Хиральный вектор 


hC  может принимать любые положительные 

целые значения, кроме m n  и  0n . 
Еще одним важным вектором является вектор трансляции (смещения) 


T , 

который определяет периодичность структуры в направлении, перпендикуляр-
ном направлению хирального вектора 


hC  (рис. 3). Находим вектор трансляции  
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  
  

1 1 2 2 ,T t a t a   (4) 

где 
1

2

R

n mt
d

и 
 2

2

R

m nt
d

, Rd  — наибольший возможный делитель 2n m   

и 2m n .  
Электронная структура графена. Углеродный атом в основном состоянии 

имеет шесть электронов с электронной конфигурацией атома 2 2 21 2 2s s p . Два из 
шести электронов находятся на первом энергетическом уровне (1s -орбиталь); 
эти электроны сильно связаны с ядром. Остальные четыре электрона занимают 
второй энергетический уровень: два занимают 2s -орбиталь, другие два — 2p -
орбиталь, где каждый электрон занимает свой суборбитальный уровень 
2 ,2x yp p . Таким образом каждый углеродный атом имеет четыре валентных 
электрона на самом высоком (для углерода), втором, энергетическом уровне. 
Это означает, что каждый атом имеет четыре ковалентных связи с соседними 
атомами для достижения равновесного состояния.  

 

 
Рис. 3. Вектор хиральности нанотрубки hC


 и соответствующий ей вектор трансляции T


 

Формирование ковалентной связи между углеродными атомами в графене 
может быть описано следующим образом: 

1) один из двух 2s -электронов переходит на свободную 2 zp -суборбиталь. 
Данный переход возможен вследствие малой разницы энергии между 2s - и 2p -
орбиталями; 

2) поскольку разница энергии между 2s - и 2p -орбиталями в атоме углеро-
де мала, по сравнению  с энергией связи между атомами, волновые функции для  
2s -, 2 xp - и 2 yp -орбитальных электронов могут быть представлены в виде су-

перпозиции состояний 2sp . Данный процесс объединения орбиталей называют 
гибридизацией. Четырех валентный электрон остается на 2 zp -орбитали; 

3) три 2sp  электрона формируют сильные ковалентные связи с тремя другими 
соседними углеродными атомами под углом 120 . Таким образом, образуется по-
хожий на пчелиные соты слой графена. Сильные ковалентные связи называют  
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  — связь [18]. Такая связь между двумя атомами углерода является сильнейшей 
из известных межатомных связей, что объясняет особые механические свойства 
нанотрубок [12]; 

4) находящийся на 2 zp -суборбитали, перпендикулярной плоскости графи-
того слоя, электрон связывает «свой» углеродный атом с одним из трех соседних 
углеродных атомов, формируя  -связь. В отличие от  -связи,  -связь слабая 
делокализованная ковалентная связь, которая легко разрывается и легко возни-
кает, что приводит к изменению структуры связей в пространственной системе. 

Таким образом, электрическая проводимость графена и, соответственно, 
углеродной нанотрубки может быть отнесена к 2 zp   -электрону, в то время 
как другие три валентных электрона влияния на проводимость углеродной 
структуры не оказывают. Поэтому метод сильно связанных электронов также 
называют zp  орбитальной моделью. 

Метод сильно связанных электронов для графена. Ранее показано, что 
электрическая проводимость графена или углеродной нанотрубки связана с   
электроном на 2 zp  обитали. Решим уравнение Шредингера для данного элек-
трона и найдем дисперсионное соотношение для энергии графена. 

Электрон, двигающийся в периодическом потенциале  V r , описывается 

уравнением Шредингера 

              

   2 ,
2 i i iV r r E r

m
 (5) 

где   — приведенная постоянная Планка (постоянная Дирака);  


i r  — вол-

новая функция; iE  — энергия; m  — масса электрона. 
Для решения уравнения Шредингера можно использовать метод сильно 

связанных электронов [18]. В данном методе электронная волновая функция 
аппроксимируется линейной комбинацией функций Блоха [12]. 

      


  
    

1
, , ,

n

i ij j
j

k r C k k r  (6) 

где 

k  — волновой вектор;  

 
,j k r  — является j -й функцией Блоха;  ijC k  — 

весовые коэффициенты. 
Функция Блоха  

 
,j k r  определяется как комбинация j -х атомных волно-

вых функции  


j r  в элементарных ячейках на различных атомах решетки. 

Предположим, что существует N  элементарных ячеек и в решетке в каждой 
ячейке имеется n  волновых функций. Тогда получаем n  функций Блоха с j -й 
функцией Блоха в следующем виде: 
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    



   
    

1

1, ,l
N

ik R
lj j

l
k r e r R

N
 (7) 

где 


lR  — положение l -го атома. 
Для нахождения весовых коэффициентов  ijC k  значения доступной энер-

гии   iE k  следует минимизировать исходя из представления 

  
  

 
   







 ,
i ii i

i
i i i i

H drH
E k

dr
 (8) 

где H  — гамильтониан.  
Для нахождения экстремума функционала (8) подставим выражение (6) в 

(8), и затем продифференцируем результат по отношению к  ijC k . Полученное 

выражение приравняем к нулю. В итоге получим  

        


,i i iH C E k S C  (9) 

где iC  — векторn коэффициентов;   H  и   S  — матрицы, определенные как 

 
  

  

,

.

ij i j

ij i j

H H

S
 (10) 

При нахождении собственного значения уравнения (9) получим необходи-
мое дисперсионное соотношение для энергии. Следует отметить, что собствен-
ные значения  iE k  являются периодическими функциями обратной решетки 

 , ,x y zk k k . Это означает, что дискретное соотношение для энергии может быть 
описано в пределах первой зоны Бриллюэна.  

Для проведения вычислений с помощью метода сильно связанных электро-
нов необходимо [12]: 

1. Задать элементарную ячейку, базисные векторы    
1 2 3, ,a a a  и координаты 

атомов в элементарной ячейке. 
2. Выбрать для рассмотрения в вычислениях n  атомных орбиталей. 
3. Обозначить зону Бриллюэна и векторы    

1 2 3, ,A A A  обратной решетки. 

4. Вычислить элементы матриц   H  и   S . 
5. Найти собственное значение и получить дисперсионное соотношение для 

энергии графена при использовании выбранных ранее атомных орбиталей. 
Найдем дисперсионное соотношение для энергии графена, используя опи-

санный алгоритм.  
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Будем рассматривать слой графена как решетку, сформированную из эле-
ментарных ячеек, имеющих два атома («А» и «Б») (рис. 4), повторяющихся в 
направлении векторов 


1a  и 


2a .  

 

  
а б 

Рис. 4. Прямая (а) и обратная (б) решетки: 

1R


, 2R


, 3R


 — радиус-векторы трех ближайших «Б»-атомов; 1k , 2k , 3k , 4k , 5k , 6k  — точки  
       Дирака, ограничивающие зону Бриллюэна; 1A


 и 2A


— базисные векторы обратной решетки 

Электрические свойства графена зависят только от 2 zp  электронов, поэто-
му при осуществлении расчета учтены два   электрона в элементарной ячейке 
(на каждый атом по электрону). Именно эти атомные орбитали были использо-
ваны при построении функций Блоха. 

Для нахождения обратной решетки и первой зоны Бриллюэна графена была 
использована схема Датта [19], где векторы обратной решетки в плоскости x yk k  
определены выражением 
   

  
1 2.K M A N A  (11) 

Здесь  ,M N  — целые числа; 


1A  и 


2A  — базисные векторы обратной ре-
шетки, которые определены выражениями 

 

 
 

 
 

  

  

1
0 0

2
0 0

2 2 ;
3 3
2 2 ,
3 3

A i j
a a

A i j
a a

 (12) 

где 

i , 

j  — орты осей xk , yk  обратной решетки.  

Данные базисные векторы были использованы для построения обратной 
решетки. Первая зона Бриллюэна была получена обычным делением на два рас-
стояния от  0k  до соседних узлов обратной решетки (см. рис. 4).  
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Точки, ограничивающие зону Бриллюэна, называют точками Дирака, по-
скольку вблизи них собственное значение (9) приобретает линейную зависи-
мость. Координаты этих точек имеют следующие значения: 

 
   

 
 

   
 
  

   
 
  

    
 
  

   
 
  

   
 

1 1
0

2 2
0

3 3
0 0

4 4
0 0

5 5
0 0

6 6
0 0

40, ;
3 3

40, ;
3 3

2 2, ;
3 3 3

2 2, ;
3 3 3

2 2, ;
3 3 3

2 2, .
3 3 3

k k
a

k k
a

k k
a a

k k
a a

k k
a a

k k
a a

 

Для вычисления элементов матриц   H  и   S  были использованы две 
функции Блоха, поэтому полученные матрицы являются квадратными матри-
цами второго порядка.  Функции Блоха имеют вид 

    



   
    

1

1, ,l
N

ik R
lj j

l
k r e r R

N
 (13) 

где  


j r  — волновая функция электронов в «А» и «Б» атомах, соответствую-

щая состоянию 2 zp  ( j =1, 2). 
Элемент 11H  матрицы может быть найден  путем подстановки  (13) (при 

1j ) в выражение (6), тогда 

 

     
     

 

   

 

 

       

      

 



  

  

   

   

11 1 1 2
1 1 1

1 1 2
1

1 1

1 .

l o

z

l o

z

N N Nik R R
o l p

l o l o
N N ik R R

o l p
l o l

H e r R H r R
N N

e r R H r R
N

 (14) 

В выражении (14) максимально возможный максимальный вклад в значе-
ние матричного элемента 11H  дают слагаемые, удовлетворяющие условию. Оно 
не включает потенциал кристалла в гамильтониане, описывая энергию 2 zp  ор-

битали  2 zp . Другими слагаемыми выражения (14) (если разница в расстоя-
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нии между двумя атомами «А» больше или приблизительно равна 03a ) можно 
пренебречь [12]. Таким же образом может быть определен элемент матрицы 

22H . Расчет показывает, что    22 11 2 zpH H . 
Для определения матричных элементов 12H  и 21H  были учтены вклады  в 

гамильтониан только трех ближайших «Б» атомов (относительно «А»). Вклад 
атомов, находящихся на больших расстояниях, считается исчезающе малым 
[12]. Используем описанное ранее выражение, чтобы получить 12H . 

 

     

    

 

 

 

 

     

      



 

  

   

   

    

12 1 2
1 1

3 3

1 2
1 1

1

,

l o

i i

N N ik R R
o l

l o

ik R ik R
i

i i

H e r R H r R
N

r R H r R R e t e
 (15) 

где 

        
   

1 2 .t r R H r R  (16) 

Здесь 


1R , 


2R , 


3R  — радиус-векторы трех ближайших «Б»-атомов (см. рис. 4). 
Для нахождения элементов матрицы   S  был использован тот же метод: 

 



 

  
 

11 22
3

12 21
1

1;

,lik R

i

S S

S S s e
 (17) 

где  

         
   

1 2 .s r R r R  (18) 

Решая уравнение (9) с полученными матрицами   H и   S , запишем 

    
 

 








2

,
1

zp tw k
E k

sw k
 (19) 

где 

 
                    

 0 020 3 331 4cos cos 4cos .
2 2 2

y yx k a k ak aw k  

Для упрощения вычислений s  можно приравнять к нулю [12]. Это связано 
с тем, что при дальнейших вычислениях достаточно использовать только зон-
ную проводимость s  имеет большое влияние на дисперсионное соотношение 
для энергии валентной зоны, но оказывает минимальное воздействие на зону 
проводимости. Таким образом, мы работаем только в зоне проводимости и дис-
персионное соотношение для энергии графена приобретает вид 
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      
 

2 .
zpE k tw k  (20) 

Результат численного расчета (20)  при условии  2 0
zp   представлен  на  рис. 

5. Значения    
2 zpE k  и    

2 zpE k  — зона проводимости и валентная зона 

графена, соответственно. Точки соприкосновения зон    


2 zpE k  также назы-

вают k-точки. Вблизи данных точек наблюдается линейная зависимость диспер-
сионного соотношения для энергии графена от волнового вектора, поэтому урав-
нение (20) при условии  2 0

zp  еще называют уравнением Дирака для графена. 
 

 
Рис. 5. Дисперсионное соотношение для энергии графена ( 2 0

zp  ) 

Результат численного расчета (20) представляет собой классический вид 
дисперсионного соотношения для энергии графена и является основой для 
дальнейшего моделирования и изучения зонной структуры любых наноструктур 
на основе графена.  

Следует отметить, что данный результат численного моделирования при 
помощи метода сильно связанных электронов будет носить «идеализирован-
ный» характер. Одна из причин в том, что в процессе моделирования произве-
дена аппроксимация, где учитывалась только  -связь, а возможное влияние  -
связей было полностью исключено. Другая, и более важная причина, заключает-
ся в том, что из расчета полностью исключены возможные деформации или де-
фекты наноструктуры, отсюда и «идеализированный» результат. Однако это не 
означает, что данным методом стоит пренебречь, поскольку он является иде-
альным инструментом для быстрой оценки возможных электронных свойств 
наноструктур на основе графена. 
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We solve the problem of accounting for varying gra-
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conducting numerical simulations. To solve the Schrö-
dinger equation, we used the tight-binding model as an 
alternative to molecular dynamics simulation. We 
describe implementing this method for the case of π 
electrons in a graphene layer. We derive a dispersion 
relation for graphene energy. It is possible to use the 
results presented to determine the band structure of 
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electronic properties 
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