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Представлен анализ сходимости итерационных методов Якоби и Зейделя решения систем 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с вещественными матрицами. Получены об-
ласти сходимости обоих методов для СЛАУ с двумя и тремя неизвестными. Выполнено 
статистическое сравнение сходимости методов для СЛАУ с вещественными матрицами  
и числом неизвестных от двух до пяти. На основе проведенного аналитического и стати-
стического анализа сделан вывод о лучшей сходимости метода Зейделя по сравнению с ме-
тодом Якоби. Приведен пример матрицы СЛАУ, для которой итерационный метод Якоби 
сходится, а метод Зейделя нет. 
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Введение. В современном мире большое количество как прикладных, так  
и теоретических задач в различных областях науки и техники сводится к про-
блеме нахождения точного или максимально приближенного и аппроксими-
рующего точное решения различных систем линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ), численные методы решения которых развиваются на протяжении 
многих лет ввиду огромного количества областей их применения, как напри-
мер в [1, 2].  

Особое место в теории решения СЛАУ занимает метод простых итерации ̆, 
альтернативный прямым методам поиска решения СЛАУ. При этом  
на основе метода простых итераций развиваются новые методы решения 
СЛАУ, представляющие собой улучшенные версии классического метода [3, 4].  

Одними из таких методов, основанных на методе простых итерации ̆, яв-
ляются итерационные методы Якоби и Зейделя для решения СЛАУ. Их прин-
цип заключается в выделении элементов на, над и под диагональю исходной 
матрицы СЛАУ в качестве отдельных матриц и реализации метода простых 
итераций с использованием этих матриц вместо исходной, что часто значи-
тельно упрощает вычисления [5, 6]. Итерационные методы Якоби и Зейделя, 
также являясь классическими итерационными методами решения СЛАУ,  
за последнее время претерпели различные усовершенствования, отдельные  
из которых описаны, например, в [6–9]. Тем не менее многие современные 



2 Политехнический молодежный журнал № 2’2024 

ISSN 2541-8009  МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2024 

альтернативы классическим методам Якоби и Зейделя основаны на достаточ-
ных признаках их сходимости к точному решению в случае диагонального 
преобладания в исходных матрицах СЛАУ. При этом не рассматриваются 
случаи без диагонального преобладания, когда данные методы могут сходить-
ся к точному решению; кроме того, их применение описано только для спе-
циальных видов матриц [10, 11]. 

Сходимость итераций к точному решению представляет собой одну  
из основных проблем, поскольку, являясь следствиями классического метода 
простых итерации ̆, методы Якоби и Зейделя не всегда сходятся к точному ре-
шению, а имеют критерии сходимости, следующие из аналогичного критерия 
для метода простых итерации ̆ [5]. Поиск областей сходимости и основанное 
на нем теоретическое сравнение эффективности методов являются основны-
ми задачами данной работы. 

Полученные в [5] критерии сходимости, согласно которым собственные 
числа матриц в методе должны быть меньше единицы по абсолютному зна-
чению, сводятся к задаче о нахождении корней алгебраического многочлена 
степени n с вещественными коэффициентами внутри единичного круга, раз-
личные способы решения которой описаны, например, в [12–18]. Эту задачу 
можно решить, применяя дробно-линейное преобразование, переводящее 
внутренность единичного круга комплексной плоскости на левую полуплос-
кость и сводя к исследованию устойчивости многочлена [13, 19]. В работе [13] 
рассмотрена данная задача для многочленов с вещественными коэффициен-
тами второй и третьей степеней.  

В данной работе сравнительный анализ двух методов на примере СЛАУ  
с двумя и тремя неизвестными выполнен на основе рассмотрения областей их 
сходимости, которые получены в предположении, что граница каждой обла-
сти образуется, когда хотя бы один корень соответствующего уравнения име-
ет единичный модуль, а остальные — не превышающий единицу, а внутри 
области содержатся все точки, для которых все корни по модулю меньше 
единицы. Для более общего случая, когда матрица СЛАУ комплексная, гра-
ницы областей сходимости методов получены в работе [20], в которой также 
описан комплексный аналог критерия Гурвица, позволяющий, не решая  
алгебраическое уравнение с комплексными коэффициентами, получаемое  
из критерия сходимости методов, определить, сходятся ли методы для кон-
кретной СЛАУ с комплексной матрицей. 

Вначале описаны общие критерии сходимости для каждого метода.  
Далее получены условия сходимости методов для СЛАУ с веществен-

ными коэффициентами и двумя неизвестными и сделан вывод по резуль-
татам их сравнения: для метода Якоби и для метода Зейделя найдены об-
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ласти сходимости с помощью непосредственного решения квадратного 
уравнения.  

Затем с помощью подстановки корней с модулем, не превышающим еди-
ницу, в соответствующие уравнения, получаемые из критериев сходимости 
для каждого из методов, определены граничные условия этих методов для 
случая СЛАУ с тремя неизвестными и вещественными коэффициентами, для 
которого приведен сравнительный анализ.  

В заключение с помощью математического моделирования проведено 
статистическое сравнение сходимости обоих методов для СЛАУ с веществен-
ной матрицей.  

Условия сходимости методов Якоби и Зейделя. При решении СЛАУ 

 =Ax b  (1) 

в соответствии с методом Якоби матрицу А исходной СЛАУ представляют в 
виде суммы 
 = + +A L D R;   

 ≠Adet 0,   

где L, D, R — матрицы с поддиагональными, диагональными и наддиагональ-
ными элементами матрицы A соответственно; тогда из исходной СЛАУ (1) 
получается система 

 − −= − + +D L R D1 1( )x x b   

для которой метод простых итераций сходится, если все корни уравнения 
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по модулю меньше единицы [5]; ijA   вещественные элементы исходной 
матрицы A. 

Аналогично метод Зейделя сводит исходную СЛАУ (1) к системе 

 − −= − + + +L D R L D1 1( ) ( ) ,x x b   

метод простых итераций для которой сходится к точному решению, если все 
корни уравнения 



4 Политехнический молодежный журнал № 2’2024 

ISSN 2541-8009  МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2024 

 

λ
λ λ

=

λ λ λ





   



11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

A A A
A A A

A A A

 (3) 

по модулю меньше единицы [5]. 
Когда размерность исходной СЛАУ невелика, найти условия сходимости 

методов можно из непосредственного решения уравнений (2) и (3). Покажем 
это для случаев СЛАУ с двумя и тремя неизвестными, часто возникающих в 
прикладных исследованиях.  

Система линейных алгебраических уравнении ̆ с двумя неизвестными. 
Метод Якоби. Уравнение (2) имеет вид 
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и для сходимости метода необходимо, чтобы его корни лежали внутри еди-
ничного круга, т. е. чтобы выполнялось условие 

 <12 21 11 22 .A A A A  (4) 

Условие (4) задает область сходимости для метода Якоби: для сходимости 
метода в случае СЛАУ с вещественными коэффициентами и двумя неизвест-
ными необходимо, чтобы модуль произведения внедиагональных элементов 
матрицы системы (1) был меньше модуля произведения ее диагональных эле-
ментов.  

Метод Зейделя. Уравнение (3) имеет вид 
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должны быть по модулю меньше единицы ( ≠11 22 0,A A  так как 11 22,A A   диаго-
нальные элементы треугольной матрицы +L D ). Поскольку один из них нуле-
вой, на условие сходимости проверяется только второй корень, для которого, 
чтобы его модуль был меньше единицы, также должно выполняться условие (4). 

Таким образом, и метод Якоби, и метод Зейделя для СЛАУ с двумя неиз-
вестными имеют одинаковое условие сходимости (4).  
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Система линейных алгебраических уравнении ̆ с тремя неизвестными. 
Метод Якоби. Уравнение (2) имеет вид 

λ −λ + + + + =3
11 22 33 13 22 31 23 11 32 12 33 21 13 21 32 12 23 31( ) ( ) 0,A A A A A A A A A A A A A A A A A A  

и для сходимости метода необходимо, чтобы его корни лежали внутри еди-
ничного круга. 

Разделим его на 11 22 33A A A  (на диагонали матрицы A нет нулевых эле-
ментов, так как матрица D  должна иметь обратную) и получим каноническое 
кубическое уравнение  

 λ + λ + =3 0,a b  (5) 

в котором 
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Найдем область сходимости метода, выраженную через a, b, путем получения 
уравнений ее границ и их объединения. 

Уравнения границ определим в предположении, что на них имеется как 
минимум один корень уравнения (5), модуль которого равен единице, а внут-
ренними точками области будут те, в которых модуль каждого корня меньше 
единицы, при этом граница в область сходимости не входит, поскольку на 
ней как минимум один из корней имеет единичный модуль, что противоре-
чит условию сходимости [5]. Рассмотрим несколько случаев. 

Найдем уравнение первой границы области сходимости: пусть один из 
корней уравнения (5) вещественный и равен единице, а два других  ком-
плексно-сопряженные, модуль которых не превышает единицу: 

 
ϕ − ϕλ − λ − λ − =
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Раскрывая скобки в уравнении (6) и сравнивая его с (5), получим систему 
уравнений 
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из которой имеем уравнение первой границы области сходимости метода 
Якоби в координатах a, b: 
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Уравнение второй границы найдем аналогично, но в качестве веще-
ственного корня уравнения (5) примем минус единицу: 

 
ϕ − ϕλ + λ − λ − =
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Аналогично предыдущему случаю раскроем в (8) скобки и сравним его с 
(5), в результате запишем систему уравнений 
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из которой получим уравнение второй границы области сходимости метода 
Якоби в координатах a, b: 
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Для нахождения третьей границы выберем вариант, когда один из кор-
ней вещественный с модулем, не превышающим единицу, а два других  
комплексно-сопряженные с единичным модулем: 
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Аналогично двум предыдущим случаям, получим систему уравнений 
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из которой имеем уравнение третьей границы области сходимости метода 
Якоби: 
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Границы (7), (9), (10) при замыкании образуют единую границу области 
сходимости метода Якоби для СЛАУ с тремя неизвестными и вещественной 
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матрицей (рис. 1, пунктирная линия), а область сходимости будет лежать 
внутри этой границы (рис. 1, заштрихованная область). 

 
Рис. 1. Граница области сходимости и область 
сходимости метода Якоби для СЛАУ с тремя  
          неизвестными и вещественной матрицей 

 
Метод Зейделя. Уравнение (3) будет иметь вид 
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а метод будет сходиться, если все его корни лежат внутри единичного круга. 
Один из корней уравнения (11) равен нулю, а два других находятся из 

квадратного уравнения 

 λ + λ + =2 0,c d e  (12) 

для которого 
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Для нахождения области сходимости метода Зейделя рассмотрим два 
случая сочетания корней квадратного уравнения (12): случай вещественных 
корней, модуль которых меньше единицы, и случай комплексно-
сопряженных корней, модуль которых также меньше единицы. 

Пусть уравнение (12) имеет два вещественных корня 1 2, ,r r  модуль кото-
рых меньше единицы. Перепишем его в виде 
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 λ − λ − =1 2( )( ) 0.c r r  (13) 

Тогда, раскрыв скобки в уравнении (13) и сравнив его с (12), запишем систему 

 
− − =
 =

1 2

1 2

;
,

cr cr d
cr r e

 

из которой, с учетом условия <1 2, 1r r , получим область сходимости метода 
Зейделя для СЛАУ с тремя неизвестными и вещественной матрицей в случае 
вещественных корней уравнения (12) ( ≠ 0,с  так как представляет собой про-
изведение диагональных элементов матрицы СЛАУ): 

 
 < +



<


;

1.

d c e
e
c

 (14) 

Область сходимости в случае комплексно-сопряженных корней уравне-
ния (12) найдем, непосредственно решая его и применяя определение модуля 
комплексного числа. В этом случае область сходимости метода Зейделя удо-
влетворяет условию 

 < <0 1,e
c

 (15) 

а условие 
 < +d c e  (16) 

следует непосредственно из отрицательности дискриминанта <2 4 .d ce  
Кроме того, в случае комплексно-сопряженных корней квадратного 

уравнения (12) параметры c, e заведомо имеют одинаковый знак и оба не рав-
ны нулю, поэтому условия (15), (16) можно считать частью условий (14),  
и тогда область сходимости метода Зейделя для СЛАУ с тремя неизвестными 
и вещественной матрицей задается системой (14), первое неравенство кото-
рой интерпретируется как отрезок d на бесконечной прямой. 

В отличие от метода Якоби, область сходимости метода Зейделя непо-
стоянна, и «ширина» упомянутого отрезка может изменяться в зависимости 
от параметров c, e. Сравним условия сходимости обоих методов в случае ве-
щественных коэффициентов системы (1). Для этого построим область сходи-
мости, ограниченную границами (7), (9), (10), и область (14) на одной коор-
динатной плоскости aOb. Параметры a, b для метода Якоби и c, d, e для 
метода Зейделя связаны соотношением 

 = + −( ) ,d a b c e  
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подставив которое в (14), получим 

 
 + − < +



<


( ) ;

1.

a b c e c e
e
c

 (17) 

Раскрыв в первом неравенстве системы (17) модули, найдем, что одной 
из границ области сходимости метода Зейделя всегда служит прямая 

 = − −1,a b  (18) 

которая также является одной из границ области сходимости метода Якоби, а 
второй также служит прямая, которая имеет вид 

 
+

= − +
2 .c ea b

c
 

Она также показывает, что размеры области сходимости метода Зейделя 
зависят от параметров c, e. Причем при одних значениях этих параметров об-
ласть сходимости метода Зейделя может частично проходить через область 
сходимости метода Якоби, а при других может «накрыть» ее полностью.  
Из второго неравенства системы (17) следует 

 
+

− < <
21 3,c e

c
 

поэтому область сходимости метода Зейделя на плоскости aOb представляет 
собой часть этой плоскости, которая всегда ограничена снизу прямой (18) и, в 
зависимости от конкретного случая, ограничена сверху параллельной ей пря-
мой, самой верхней из которых будет прямая 

 = − + 3.a b   

Таким образом, вместе области сходимости каждого метода на одной 
плоскости aOb выглядят так, как показано на рис. 2.  

Преимущества метода Зейделя перед методом Якоби, когда система (1) 
имеет вещественные матричные элементы, очевидны (в случае, представлен-
ном на рис. 2, область для метода Якоби целиком входит в область для метода 
Зейделя), особенно когда параметры a и b имеют большой модуль  тогда 
метод Якоби заведомо не сходится. Тем не менее верхняя граница области 
для метода Зейделя изменяется в зависимости от параметров c и e, поэтому 
если для СЛАУ сходится итерационный процесс метода Якоби, это не означа-
ет, что будет сходиться итерационный процесс метода Зейделя.  
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Рис. 2. Области сходимости методов на плоскости aOb: 

полоса, ограниченная пунктирной линией  максимальная  
(с верхней границей = − + 3)a b  область сходимости метода 
Зейделя; заштрихованная область ABCD  область сходимости  
                                                метода Якоби 

 
Приведем примеры построения области сходимости для метода Зейделя 

в координатах aOb, чтобы продемонстрировать, как она изменяется в зави-
симости от параметров с и e, и в этих же координатах построим область схо-
димости метода Якоби для наглядности. 

Пример 1. Пусть параметры = =2, 1c e , тогда область сходимости метода 
Зейделя будет иметь вид 

 
 + − <



= <


2( ) 1 3;
1 1,
2

a b
e
c

  

при этом 

 
+

=
2 2.c e

c
  

Тогда, по аналогии с рис. 2, области сходимости для каждого метода на плос-
кости aOb  будут выглядеть так, как показано на рис. 3. 

На рис. 3 видно, что область сходимости метода Якоби целиком лежит  
в области сходимости метода Зейделя, поэтому в данном конкретном случае 
параметров ,c e  для любой СЛАУ, для которой будет сходиться метод Якоби, 
будет сходиться и метод Зейделя, но обратное неверно. 
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Рис. 3. Области сходимости методов Якоби и Зейделя 

при параметрах = =2, 1:c e  
полоса, ограниченная пунктирной линией  область сходимо-
сти метода Зейделя; заштрихованная область  область сходи- 
                                    мости метода Якоби 

 

Пример 2. Приведем пример СЛАУ с тремя неизвестными, для которой 
сходится метод Якоби, но не сходится метод Зейделя: пусть матрица СЛАУ 
имеет вид 

 
 − −
 = − 
 − 

A
8 6 4
9 8 6 .

4 5 3
  

В данном случае параметры будут следующими: = − =192, 144,c e  тогда 
область сходимости метода Зейделя имеет вид 

 
 − + − <

+ = −
= <



192( ) 144 48;
2 1    .144 21;

192

a b
c e

e c
c

  

По аналогии с рис. 2 получим картину областей сходимости для обоих 
методов на плоскости aOb, показанную на рис. 4. 

Полученная область сходимости метода Зейделя не удовлетворяет пара-
метрам a, b, которые в данном конкретном примере для матрицы A будут сле-
дующими: 

 = − =
50 36;  .

192 192
a b  
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Рис. 4. Области сходимости методов Якоби и Зейделя  

при параметрах = − =192,  144:c e   
полоса, ограниченная пунктирной линией  область сходимо-
сти метода Зейделя; заштрихованная область  область сходи- 
                                       мости метода Якоби 

 

Согласно рис. 4 очевидно, что данная точка ( , )a b  не принадлежит обла-
сти сходимости метода Зейделя на плоскости aOb, но принадлежит области 
сходимости метода Якоби.  

Помимо этого в данном конкретном случае видим, что на большей части 
области сходимости метода Якоби метод Зейделя не сходится, однако он мо-
жет сходиться при больших значениях a и b, а метод Якоби — нет. 

Статистическое сравнение сходимости методов Якоби и Зейделя. Было 
сгенерировано 200 000 случайных матриц СЛАУ (1) с вещественными мат-
ричными элементами, являющимися равномерно распределенными случай-
ными величинами на отрезке  − 10; 10 , без диагонального преобладания, с 
числом неизвестных от двух до пяти, для каждой из которых проверялись 
общеизвестные критерии сходимости каждого метода [5], после чего для 
каждого числа неизвестных определялось количество случаев, в которых схо-
дятся оба метода, сходится только метод Зейделя, сходится только метод 
Якоби. Полученные данные сведены в таблицу. 

Согласно таблице, данные для числа неизвестных > 2n  подтверждают выво-
ды о том, что в общем случае метод Зейделя сходится значительно чаще, чем метод 
Якоби, однако сходимость одного из методов не может гарантировать сходимость 
второго. При этом также видим, что с увеличением количества неизвестных в 
СЛАУ, оба метода сходятся значительно реже. 
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Результаты сходимости методов Якоби и Зейделя 

Число 
неизвестных 

Сходятся  
оба метода 

Сходится методом Зейделя, 
но не сходится методом 

Якоби 

Сходится методом Якоби,  
но не сходится методом  

Зейделя 

2 98 048 0 0 
3 21 723 16 803 2 600 
4 2 750 69 99 1 195 
5 162 1 419 165 

 
 
Заметим также, что в случае СЛАУ с двумя неизвестными данные, приведен-

ные в таблице, подтверждают выводы о том, что в этом случае оба метода сходятся 
одинаково  если сходится один, то сходится и другой. 

Заключение. Найденные области сходимости в вещественном случае позволи-
ли увидеть картину условий сходимости итерационных методов Якоби и Зейделя  
и на основе этого провести сравнительный анализ эффективности каждого из ме-
тодов: если в случае квадратных матриц СЛАУ с двумя неизвестными оба метода 
сходятся одинаково эффективно, то в случае матриц с тремя и более неизвестными 
методы имеют заметное различие в условиях сходимости  с увеличением числа 
неизвестных в СЛАУ заметно эффективнее показывает себя метод Зейделя.  

Например, в случае матрицы СЛАУ с тремя неизвестными при построении для 
вещественного случая на одной координатной плоскости областей сходимости для 
обоих методов можно увидеть, что, вообще говоря, в общем случае метод Зейделя 
имеет лучшую сходимость по сравнению с методом Якоби, поскольку его область 
сходимости ограничена прямыми, но бесконечна в отличие от области сходимости 
метода Якоби, одна из границ которой и вовсе входит в границу области сходимо-
сти метода Зейделя. Однако, как было показано, область сходимости метода Зейде-
ля зависит от параметров, которые не всегда обеспечивают полное вхождение обла-
сти сходимости метода Якоби в область сходимости метода Зейделя, из-за чего 
могут возникать ситуации, когда сходятся к точному решению итерации методом 
Якоби, но не сходятся итерации методом Зейделя. Статистическое сравнение схо-
димости обоих методов также подтверждает данные выводы. 
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