
Политехнический молодежный журнал № 4’2024 1 

 МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2024 ISSN 2541-8009 

УДК 544.772.4+004.942 URL: http://ptsj.ru/catalog/iemim/sta/991.html 

СОПОСТАВЛЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ  
ГРАВИТАЦИОННОГО ОСАЖДЕНИЯ  
МОНОДИСПЕРСНОГО АЭРОЗОЛЯ НА ОСНОВЕ  
ОДНОМЕРНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ ДИФФУЗИИ  
И ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ 

Д.А. Тукмаков tukmakovda@imm.knc.ru 
SPIN code: 3556-8576 

ИММ ФИЦ КазНЦ РАН, Казань, Республика Татарстан, Россия 

Проведено моделирование процессов гравитационного осаждения аэрозоля, состоящего 
из частиц одинакового размера. Актуальность исследования обусловлена необходимостью 
применения осаждения дисперсной фазы газодисперсных сред в различных практических 
приложениях. Построены математические модели процессов диффузии, описывающие 
осаждение частиц на основе одномерных нестационарных уравнений диффузии с учетом  
и без учета конвективного слагаемого. Новизна работы заключается в том, что в ней сопо-
ставляются математические модели, основанные на уравнениях в частных производных,  
и дискретная математическая модель. Без учета конвективного слагаемого гравитационное 
осаждение также происходит, но за существенно более долгий промежуток времени, чем 
при учете конвективного слагаемого. Также получена дискретная математическая модель 
осаждения частиц аэрозоля. Сопоставление демонстрирует, что наиболее интенсивно оса-
ждение дисперсных частиц происходит по дискретной модели осаждения.  
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Введение. Одним из разделов механики жидкости и газа является динамика 
неоднородных сред [1–14]. Частный случай неоднородных сред представляют 
собой аэрозоли — взвешенные в газе твердые частицы или жидкие капли.  
В монографии [1] разработаны общие принципы теории динамики неоднород-
ных сред. В [2] численно исследованы одномерные течения моно и полидис-
персных газовзвесей. В работе [3] представлены различные математические 
модели течений запыленных сред. Монография [4] посвящена разработке тео-
ретических основ осаждения дисперсных частиц. Результаты эксперименталь-
ного наблюдения параметров седиментации частиц позволяют определить 
свойства дисперсной системы [5]. В статье [11] математически моделируется 
гравитационная седиментация (осаждение) дисперсных частиц. В исследова-
нии [12] экспериментально изучается гравитационное осаждение аэрозоля  
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в акустическом резонаторе. В работе [13] исследовано осаждение дисперсной 
фазы газовзвеси в аэродинамическом и электрическом поле.  

В статье [14] c помощью уравнения Фоккера — Планка получены рас-
пределения концентрации частиц в плазме.  

В данной работе сопоставлены математические модели диффузии на ос-
нове обыкновенного одномерного нестационарного уравнения диффузии  
и на основе одномерного нестационарного уравнения диффузии с конвек-
тивным слагаемым. Также предложена математическая модель, предполага-
ющая дискретность процесса осаждения дисперсных частиц.  

Математическая модель. Схематичное изображение гравитационного 
осаждения аэрозоля в емкости представлено на рис. 1.  

 

 
 

Рис. 1. Схематичное изображение емкости  
с осаждающимся аэрозолем 

 
Для описания процесса изменения концентрации частиц применяют 

уравнение одномерной диффузии: 

 ∂ ∂
=

∂ ∂

2

2 ,с сa
t x

  (1) 

где с — концентрация; a —коэффициент диффузии; t, x — соответственно 
временная и пространственная переменная. 
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Уравнение (1) имеет частное решение, которое описывает постепенное 
уменьшение концентрации дисперсных частиц, определяемое коэффициен-
том диффузии а [15]: 

 −=
2

0( , ) cos ,ak tc x t c e kx    

где с0 —начальная концентрация; k — некоторое вещественное число. 
Одномерное уравнение конвективной диффузии имеет вид 

 ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂∂

2

2 ,с с сa v
t xx

  (2) 

где v — скорость конвективного движения. 
С помощью подстановки в уравнение (2) описанной в монографии [15] 

функции  

 =
2 /4* 2( , ) ( , )tv aavxc x t e e c x t  (3) 

уравнение (2) приводится к уравнению (1), имеющему решение с учетом (3)  
в виде выражения 

 −− −=
2 2−42

0( , ) cos .tv aavx ak tc x t c e e e kx    

Здесь k  определяется из условия, что с(х, 0) ≈ c0.  
В данной работе предполагается, что скорость конвективного движения — 

это скорость гравитационного осаждения дисперсных включений. Таким обра-
зом, величина v определяется выражением [4, 11]: 

 
ρ−ρ

=
µ

2
10( )

.
18

gd
v   

Здесь d — диаметр частицы; g — ускорение свободного падения; ρ — плот-
ность газа; ρ10 — плотность материала частицы; µ — динамическая вязкость 
газа. 

Коэффициент диффузии сферической частицы согласно работам [5, 16] 
имеет вид 

 = Б ,
3πμ
Tk

a
d

  

где T — температура среды; kБ — постоянная Больцмана. 
Общее количество частиц монодисперсной газовзвеси Np для емкости 

объема V и объемного содержания дисперсной фазы α можно определить 
выражением 
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 α
= 3

6 ;
πp

VN
d

  

время осаждения дисперсных частиц ts определяется скоростью их осаждения 
v и высотой емкости L согласно формуле 

 = .s
Lt
v

 (4) 

Можно предположить, что в поперечном сечении в емкости дисперсные 
частицы распределены равномерно. Таким образом, в емкости с аэрозолем 
образуется некоторое количество слоев толщиной в диаметр одной частицы, 
расстояние между слоями также можно принять равным одному диаметру 
частиц (рис. 2). Количество слоев n определяется формулой  

 = .
2
Ln
d

 (5) 

С учетом (5) количество частиц в каждом слое Ns 

 = .p
s

N
N

n
  

Выражение (4) описывает полное время осаждения, тогда как в дискрет-
ной модели осаждения частиц предполагается, что Ns частиц осаждается  
за период времени ts0: 

 =0
2 .s

dt
v

  

При описании процесса осаждения дисперсных частиц дифференциаль-
ными уравнениями количество осевших частиц определятся функцией N(t) 
определяемой формулой  

 = −α ∫
0

( ) ( , ) .
L

pN t N V α x t dx   

Для моделей (1) и (3) скорости осаждения частиц имеют вид соответ-
ственно 
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Рис. 2. Схематическое изображение слоев аэрозоля 
 
 

В расчетах были заданы следующие параметры несущей среды и дис-
персной фазы — Физическая плотность дисперсной фазы ρ1 = 1000 кг/м3, 
диаметр частиц d = 5 мкм, объемное содержание дисперсной фазы α = 10–5. 
Длина области течения L = 1 м, динамическая вязкость газа μ = 1,72 × 
× 10–5 Па ⋅ с, плотность несущей среды ρ = 1,29 кг/м3.  

В начальный момент времени концентрации частиц, рассчитываемые по 
математическим моделям, основанным на дифференциальных уравнениях (1) 
и (2), различаются несущественно (рис. 3, а, б). Но в последующие моменты 
времени распределения концентраций, рассчитываемые по математическим 
моделям (1) и (2), существенно отличаются друг от друга и от результатов, 
получаемых по дискретной модели (рис. 3, а–в). На графиках видно, что при 
описании процесса диффузии дифференциальными уравнениями макси-
мальное значение концентрации частиц достигается вблизи нижней границы 
емкости.  

Количество осевших частиц N за все время осаждения при расчете  
по уравнению (1) и уравнению (2) составляет соответственно 90 и 9 % количе-
ства осевших частиц, полученных на дискретной модели (рис. 4, а). Полное 
осаждение, описываемое однородным уравнением диффузии, происходит  
за существенно более долгий период времени (рис. 4, б). 
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Рис. 3. Пространственные распределения концентрации частиц  
дисперсной фазы при расчете по различным моделям в моменты времени:  

а — t = 0,02ts; б — t = 0,05ts; в — t = 0,33ts 
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Рис. 4. Временные зависимости количества частиц для различных  
моделей расчета (а) и однородного уравнения диффузии (б) 

 
Заключение. В работе выполнено моделирование процессов гравитаци-

онного осаждения аэрозоля. Получены математические модели, описываю-
щие осаждение частиц с учетом и без учета конвективного слагаемого. По-
строена дискретная математическая модель осаждения частиц аэрозоля. 
Установлено, что наиболее интенсивно осаждение частиц происходит при 
расчетах по дискретной математической модели.  

 
Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 23-21-00363  

«Моделирование процесса осаждения капель двухфазной газокапельной среды». 
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The paper presents results of simulating the processes in gravitational sedimentation of an aero-
sol consisting of particles of the same size. The study relevance is due to the need of using sedi-
mentation of the dispersed phase of the gas-dispersed media in various practical applications. 
Diffusion mathematical models are constructed describing the particles’ sedimentation based on 
the one-dimensional non-stationary diffusion equations with and without taking into account 
the convective term. The work novelty lies in the fact that it compares mathematical models 
based on the partial differential equations and the discrete mathematical model. Without taking 
into account the convective term, gravitational sedimentation also occurs, but over a significantly 
longer period of time than when taking into account the convective term. A discrete mathemati-
cal model of the aerosol particle sedimentation is also obtained. Comparison demonstrates that 
the most intense sedimentation of the dispersed particles occurs according to the discrete sedi-
mentation model.  

Keywords: aerosol, dispersion, gravitational sedimentation, sedimentation, diffusion equation, 
mathematical simulation 
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